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Caracterizacion del término en el curriculo LOMLOE

El sentido estocastico se orienta hacia el razonamiento y la interpretacion de
datos y la valoracion critica y la toma de decisiones a partir de informacion
estadistica, ademas de la comprension y comunicacion de fenomenos
aleatorios en situaciones cercanas y significativas para el alumnado.

El saber estocastico aparece subdividido en el curriculo en dos bloques

e Distribucion e inferencia
e Predictibilidad e incertidumbre



El sentido estocastico, tanto desde la estadistica como desde la probabilidad, tiene
como elemento importante y distinto de otros ambitos de la matematica el trabajar con la
variabilidad de las situaciones frente al determinismo, por lo que cobra especial
importancia y es un sentido clave para crear ciudadanos informados con suficientes
conocimientos y competencias para que ante fendmenos aleatorios y tratamiento e
interpretacion de datos e informaciones sean personas dificiimente manipulables y sean
capaces de tomar decisiones y formarse opiniones de forma critica y razonable.

. 1°ESO...

En este sentido conviene mostrar la probabilidad como una rama de las matematicas que da soporte al
analisis de experimentos o procesos de resultado incierto.

Una rama de las matematicas que
trata de modelizar el funcionamiento
de lo incierto




La combinaciéon estratégica de significados de la probabilidad es otra de las cuestiones
relevantes al comienzo de la Secundaria (Godino et. al, 1987).

El significado frecuencial, asociado a la realizacidon de experimentos,[...]. Si bien en Educacion
Primaria el curriculo hace hincapié en el fomento del uso del lenguaje verbal para expresar el
grado de creencia en la ocurrencia de diversos sucesos, en esta etapa se debe
profundizar en dichos usos pues constituyen la base del significado intuitivo de la probabilidad. Por
ejemplo, expresar las opiniones respecto a la ocurrencia de hechos como la lluvia o que tu equipo
gane el proximo partido. Es interesante poner estas expresiones en relacion con la
cantidad de informacion de que se dispone (mirar el cielo o la clasificacion del equipo) ya que
esto conectara con el significado subjetivo de la probabilidad que sera desarrollado
formalmente en los ultimos cursos de ESO. El trabajo con la regla de Laplace, que se
inicia en tercer ciclo de Educacion Primaria, se debe continuar profundizando en la conexién
con el significado frecuencial via la experimentacion. Existe el riesgo de que la sencillez de
la regla cree la falsa sensacion de que todos los problemas se resuelven mediante
su uso. Se propone disefiar materiales que eviten ese obstaculo como dados irregulares
creados con pasta flexible y su utilizacion en diversos juegos como la carrera de caballos.



...2°ESO

La experimentacion que hacia surgir la interpretacion frecuencial se complementa con la simulacién por
ordenador de determinados experimentos. En este curso se propone la elaboracion de
conjeturas que se deben comprobar via la realizacion de experimentos sencillos o mediante el uso de
programas informaticos o applets ya disefiadas para ello. [...]

La realizacion de experimentos compuestos por dos experimentos simples facilita la creacion
por parte del alumnado de tablas de doble entrada o de diagramas de arbol donde colocar
los resultados que van apareciendo. [...]



Nos Iniciamos en el desarrollo del
pensamiento aleatorio



;. Como cae la lluvia?




Experiencia tomada y adaptada de la investigacion de Piaget e Inhelder (1951)

Una hoja de papel blanco se divide en cuadrados
de 2 o 3 cm, y sobre ella se lanzan algunas
fichas al azar, simulando gotas de lluvia.

SIMULACION

¢;Donde crees que caeran las siguientes gotas
de lluvia y como se iran repartiendo cuando
caigan mas gotas?

Se pide al nino que anticipe donde caeran las
gotas sucesivas y como se efectuara Ia
distribucion cuando aumente el numero de gotas.







Experimento alternativo (Batanero et al. 1998; Batanero y Serrano, 1999)

¢Cual de estos cuatro dibujos crees que se parecera
mas a como se acomodan las gotas de lluvia cuando
empiezan a caer sobre las baldosas?

Nifas y nifos de entre 7 a 11 afnos:
Aceptan que la distribucion de las gotas sea irregular.

Sin embargo, si todos los cuadrados tienen al menos
una gota, excepto uno, consideran que ese cuadrado
“seco” es el mas probable para recibir la siguiente gota.

Es poco comun encontrar nifilos que coloquen siempre
las gotas en el mismo lugar (por ejemplo, en el centro).



Experimento alternativo (Batanero et al. 1998; Batanero y Serrano, 1999)

A partir de 12 anos.

En funcion del numero cada vez mayor de gotas,
la diferencia en el numero de gotas en las
baldosas cada vez disminuye mas, no en forma
absoluta, sino en forma relativa

Elegirian como aleatorio el modelo A, que es el
mas razonable, pues en el B aparecen patrones
geométricos no esperados y en el C todas las
celdas tienen o bien dos puntos o estan vacias.

Patrones
geometricos

Las casillas
tienen O
gotas o0 2

gotas




;. Como funciona el azar?




i EXPLOREMOS!

Imagina que lanzas la moneda y pinta cada
casilla segun el color que imaginas que sale al
lanzar la moneda.







SIGNIFICADOS DE LA PROBABILIDAD
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RESUMEN

En este trabajo partimos de un modelo tedrico sobre el significado de los objetos matematicos,
en el que se consideran seis elementos diferenciados y se distingue entre el significado
dado al objeto en una cierta institucion de ensefianza y el personal, adquirido por un alumno
dentro de lainstitucion. Utilizamos estas ideas para analizar los distintos significados historicos
de la probabilidad y como han sido tenidos en cuenta en la ensefianza secundaria. Dicho
modelo también nos permite tener también una vision semidtica del razonamiento matematico
e interpretar algunos errores frecuentes al resolver problemas de probabilidad en términos
de conflictos semidticos. Finalizamos con algunas recomendaciones para mejorar la
ensefianza de la probabilidad.

© PALABRAS CLAVE: Significado y comprension, probabilidad, desarrollo histérico,
conflictos semiéticos

ABSTRACT

We summarise a model to analyse the meaning of any mathematical concept where we
distinguish five interrelated components and also distinguish the meaning that for a given
concept has been proposed or fixed in a specific teaching institution, and the meaning given
to the concept by a particular student in the institution. These ideas are used to analyse the
different historical meanings of probability and how they were taken into account in the teaching
of probability at secondary school level. The model also provides a semiotic view of
mathematical reasoning and serves to interpret some errors in solving probability problems
in terms of semitic conflicts. We conclude with some suggestions to improve the teaching of
probability.

©® KEYWORDS: Meaning and comprehension, probability, historic development,
semiotic conflicts
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SIGNIFICADO | CAMPOS DE | ALGORITMOS Y | ELEMENTOS | DEFINICIONES ALGUNOS

DELA PROBLEMAS | PROCEDIMIENTOS | LINGUISTICOS Y CONCEPTOS

PROBABILIDAD! PROPIEDADES | RELACIONADOS|
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SIGNIFICADO INTUITIVO

Utilizacidn de expresiones coloquiales o frases para cuantificar los

sucesos inciertos

cierto

posible

bastante probable

hay alguna posibilidad
seguro

es imposible

cast imposible

se espera que

incierto

hay 1gual probabilidad
puede ser

sin duda



Elaborar un informe

Arturo y Maria son dos estudiantes de la facultad y un profesor, que quiere organizar una salida, les ha
pedido que preparen una prevision del tiempo para el dia 24 de mayo, ultimo dia de lectivo antes de
comenzar el periodo de exdmenes. A continuacion se presenta una lista de expresiones que para utilizar en su
informe:

Han empezado a ordenarlas segun la confianza en que suceda. Este es el comienzo de su clasificacion:

imposible
casi imposible

seguro

Termina de ordenar estas expresiones. Busca nuevas palabras o expresiones para referirse a hechos que pueden
ocurrir y compdralas con las dadas.



Algunos sucesos que podrian ocurrir en tu localidad el 24 de mayo son:

llovera,

nevard y la nieve alcanzard un metro de altura,

el dia serd calido y soleado,

habra un ligero viento,

la temperatura maxima sobrepasard los 90 grados,
la temperatura minima sera de 10 grados bajo cero,
el cielo estara despejado,

la temperatura oscilara entre 25 y 35 grados.

Para realizar el informe, Arturo y Maria han comenzado de la siguiente manera:
Es poco probable que llueva. Es casi imposible que nieve.

(Podrias ayudar a completar el informe? Utiliza en cada frase una palabra que exprese la confianza que tienes en que
ocurra.



El segmento o escala de probabilidades

Imposible Seguro
|O |1/2 |1
| | |
0/10 5/10 10/10

Tercer ciclo de primaria. Orientaciones para la ensefianza

La gran novedad es el uso de la escala de probabilidad. Es decir, lo que hasta ahora se valoraba desde
el lenguaje verbal natural, pasa a ser susceptible de ser cuantificado.




Tercer ciclo de primaria. Orientaciones para la ensefianza

Registros simbolicos para
expresar el grado de
incertidumbre asociado a un
suceso

La fraccion El nimero El porcentaje

decimal

El paso a la cuantificacion >




Si tuvieras que disefiar una tarea para abordar el calculo
de probabilidades en el aula, ;como seria?



Una propuesta por parte de la |A
%+ TAREA: “:Qué probabilidad hay?”

© Objetivo

Comprender y aplicar el concepto de probabilidad en situaciones cotidianas mediante el
uso de juegos y experimentacion.

~ Actividad: El juego de los dados y las cartas

Parte 1: Probabilidad con dados

1. En parejas, lanza un dado 50 veces.
2. Registra cuantas veces sale cada niimero (del 1 al 6).

3. Calcula la frecuencia relativa de cada niumero (niimero de veces que aparece dividido
entre 50).

4. Compara los resultados con la probabilidad teérica (¢cudl deberia ser la probabilidad
de que salga un nimero concreto?).

Preguntas guia:

e (Qué numero salié mas veces? ¢Fue lo esperado?

e ¢La probabilidad tedrica coincide con la practica? ¢Por qué puede haber diferencias?



SIGNIFICADO CLASICO

“Por tanto, si constituimos una
fraccion cuyo denominador es el
numero de posibilidades con la que el
suceso  podria  ocurrir 'y el
denominador el numero de
posibilidades con las que puede
ocurrir o fallar, esta fraccién sera una
definicion propia de la probabilidad
de ocurrencia” (De Moivre, 1967, p.1).



SIGNIFICADO CLASICO




SIGNIFICADO CLASICO

En 1814, Laplace acufio la definicidon que hoy ensefiamos como regla de para
la probabilidad de un suceso que puede ocurrir solamente en un numero
finito de modalidades, “como una fraccion cuyo nhumerador es el numero de
casos favorables y cuyo denominador el numero de todos los casos posibles”
(Laplace, 1985/1914, p. 28)



Comparacion de probabilidades.

Este tipo de tareas se reducen a la aplicacion de técnicas de comparacion
de fracciones al aplicar la regla de Laplace para establecer la probabilidad
a priori de cada suceso.

Urnal Urna 2



Ruleta 1 Ruleta 2. Tiro al blanco al azar

D
G /alB) |®

La probabilidad asociada a cada suceso se define
como una razén entre areas.




Las tareas anteriores exigen el calculo de la probabilidad asociada a un suceso.

| SOLICITAR TAREAS DE CONSTRUCCION |

Actividad - Ruletas
a) Construye una ruleta dibujando una circunferencia y utilizando un clip. como te indicara el docente,
en la que se cumplan las siguientes condiciones. Discutid en grupo como construirla.
e El suceso salir rojo es mas probable que el suceso salir amarillo.
e El suceso salir verde es igual de probable que salir amarillo.

e El suceso salir azul es casi imposible.




SIGNIFICADO
CLASICO

¢Qué restricciones conduce la
aplicacion de la Regla de Laplace?

¢Es adecuada para modelar cualquier
fenomeno aleatorio?

:Qué efectos tiene un aprendizaje
basado en el uso exclusivo del
significado clasico de la probabilidad?

El avion es el transporte

mas seguro.

i,

il

sl




SIGNIFICADO FRECUENCIAL

Bernoulli sugirié que podriamos asignar probabilidades a los sucesos
aleatorios que aparecen en diversos campos, a partir de la frecuencia
relativa observada en una serie grande de ensayos del experimento
(1987/ 1713).

La probabilidad se define como el nimero hipotético hacia el cual
tiende la frecuencia relativa al estabilizarse (Von Mises,
1952/1928).

La pertinencia de considerar la frecuencia relativa como primer indice para medir las
posibilidades de que un suceso dado se verifique.




Actividad. Carrera de caballos

Tomad el dado que se os ha proporcionado. Con ¢l vamos a jugar a un juego que
llamaremos ‘“Carrera de caballos” y consiste en lo siguiente. Utilizando como
tablero el que se proporciona en el Anexo A, cada jugador elige un nimero del
dado, que representard al caballo que elige. Por turnos, se lanza el dado, se
observa el nimero que sale como resultado y avanza el caballo que tiene dicho
numero. Para indicar ese avance del caballo, se colorea una casilla, empezando
por la mas proxima a la salida.
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Apexo A, Carrera de caballos.
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Frecuencia relativa

Expresion verbal de la probabilidad Probabilidad numérica
Probabilidad de sacar 1 | Decada 2 2L veces que lance el dado 226
espero que 5 (, salga 1. )
Probabilidad de sacar 2 | Decada_2 % €& veces que lance el dado 236
espero que 3§  salga 2. 39
Probabilidad de sacar 3 | De cada Q3¢ veces que lance el dado 226
espero que (3447 salga 3. Uy
Probabilidad de sacar 4 | De cada w 236
sl dado o g 22 5304 22
Probabilidad de sacar 5 | Decads 2 3( VOC Q< quo haol 236
sldadouc g 266319105 26
Probabilidad de sacar 6 g ¥
sl




LA IMPORTANCIA DE LA EXPERIMENTACION

MATEMATICAS

Frecuenciq

]

-
(4
N
[
0.‘0

| >

;  m |
Lanzar Dado | Reiniciar ‘

Tabla de frecuencia de las
caras de un dado al lanzarlo

Cara o f

1 3038
2 3 03
3 1 011
4 1 011
5 0 0
6 1 011
total 9 1

Distribucion de frecuencias de las caras de un dado al lanzarlo 9 veces

Cara

e
=/




Actividad. Chinchetas

Un profesor vacia sobre la mesa un paquete de 100
chinchetas obteniendo los siguientes resultados: 68 caen
con la punta para arriba y 32 caen hacia abajo .
Supongamos que el profesor pide a 4 nifios repetir el
experimento, lanzando las 100 chinchetas. Cada nifo
vacia una caja de 100 chinchetas y obtendrd algunas con
la punta hacia arriba y otras con la punta hacia abajo.

Probability
» K]

v
S a

Down

I |,

03

0

01 02 03 04 05 0,6

1



\\ Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Nimero
&k | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

ol z |2 192 |s (3 |71z Tq |5 |0 |3z

¢) Tras la experimentacion, Crees que es mas probable que caiga con la punta hacia arriba o con la punta
hacia abajo? Justifica tu respucsta apoyandote en los resultados obtenidos al realizar [a
experimentacion.

Es  mds probable Qe caigan hac:a olxb'o par—gue
")oco ()rr:ba l'mn ('nIC){') 6@ L(j hac:a a&d‘o 32,

d) Segtn la experimentacién cuyos datos se han recogido en la tabla, estima la probabilidad de que al
lanzar una chincheta caiga con la punta hacia arriba. Discurid en grupo y escribe tu reflexion aqui.
Hqﬁ mas o menos  um pobabilidad _ del 607, de

G}Ue co;(:)an hac;a Jm‘.‘[n R




Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Tirada Numero
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

Wi | F 16 17 1318 191919 T¢ o768

podol 31 [ 352 (1 [? |2 RICERT

c) Tras la experimentacion, ;crees que es mas probable que caiga con la punta hacia arriba o con la punta

hacia abajo? Justifica tu respuesta apoyandote en los resultados obtenidos al realizar la
experimentacion.

o MmaX  Probable es'd,e Cay gu hacia cbyiba
FoYZ. e en €ofal oa mas

d) Segin la experimentacién cuyos datos se han recogido en la tabla, estima la probabilidad de que al
lanzar una chincheta caiga con la punta hacia arriba. Discutid en grupo y escribe tu reflexion aqui.

A 1Lt { Ve ©56iMa b a ol
100




Variable didactica: el numero de veces que se repite el experimento aleatorio.

f) Rellena la siguiente tabla:

Nombre del equipo Punta hacia arriba Punta hacia abajo

Equipo 1

Equipo 2

Equipo 3

Equipo 4

g) Segln los datos de la tabla anterior. estima la probabilidad de que al lanzar una chincheta caiga con
la punta hacia arriba. Discutid en grupo y escribe tu reflexion aqui.

h) ;Crees que la estimacion del apartado g) es mejor que la del apartado d)? Justifica de manera
individual tu respuesta.



d) Segin la experimentacién cuyos datos se han recogido en la tabla, estima la probabilidad de que al
lanzar una chincheta caiga con la punta hacia arriba. Discutid en grupo y escribe tu reflexion aqui

Qve  <179a Yara  artha  76%

punta hacia arniba. Discutid en grupo y escribe tu reflexion aqui.

g) Segun los datos de la tabla anterior, estima la probabilidad de que al lanzar una chincheta caiga con la

687 APrOX.

individual tu respuesta.

h) ;Crees que la estimacion del apartado g) es mejor que la del apartado d)? Justifica de manera

7
cCrée C}UQ = E,Dora’ne hay ad ¥ 054 Ag\lﬁﬁ

—




Completa las siguientes frases:

Por cada 100 veces que lanzo las chinchetas esperaria que ’2‘1 salga
_H@Vl NNMO . -1F)

Por cada vez que lanzo la chincheta esperaria que + b salga con la punta hacia
arriba.

St lanzara las chinchetas 500 veces esperaria que 'Qﬁ‘i) con la punta hacia arriba.




Actividad

Para determinar quién repartira el material, cada uno de
vosotros lanzara diez veces una moneda. Ganara quien
obtenga mas caras en sus lanzamientos.

COLECCION
DIDACTICA

Bidacticatdellas
Matematicas

PEARSON
~esTneey Coordinadora:

Prentice
Hall M2 del Carmen Chamorro




... Segunda parte de la actividad

Para determinar quién repartira el material, unos lanzaran diez veces una moneda,
mientras que otros lanzaran 30 veces la moneda. Ganara quien obtenga mas caras en
sus lanzamientos.

¢ Creéis que la situacion planteada es justa?
¢ Quienes tendran mas posibilidades de que les salga cara?

Las posibilidades no cambian al variar el numero de veces que se realiza un
experimento aleatorio.

La posibilidad viene expresada por la relacion que exista entre el numero de veces que
ha aparecido un suceso determinado y el numero de veces que se realiza el
experimento.



La conexion del trabajo frecuencial y clasico

Llegar a la intuicion de la Regla de Laplace a través del aumento del numero de
pruebas como forma de estimar la probabilidad.




SIGNIFICADO SUBJETIVO

Un nuevo punto de vista aparece a traveés de
la regla de Bayes, que permite transformar las
probabilidades a priori (antes de realizar un
experimento) de varias causas, una vez
observadas Sus consecuencias, en
probabilidades a posteriori, que incorporan la
informacion de los datos analizados.




Daniel se levanta el lunes para ir a
la facultad...

¢Cojo el
paraguas
ono? Es
un trasta...
..y no cabe
bien en
la mochila

Antes de sdlir para la facultad, re-
cuerda las predicciones de livvia que
hicieron el viernes que vio las noticids.

a) Cogera el paraguas Daniel?

Justifica tu respuestu, Reflexionad
en grupo y anotad aqui vuestras
conclusiones individuales.

Antes de salir para
la facultad, recuer-
da las predicciones
de lluvia que hicie-
ran el vlernes que

vio lds noticlas.

Me la juégo sin
paraguas?

¢0 confié e la
prediccién

del viernes?

dl1) Enderrd el paraguas Tbietr.

iEsta despeja-

do! Que raro...

Como no le apetece coger el paraguas,
decide mientros desdyuna miror

cdmd estd el cielo. Observa que estd

despejado, osi que ante la confusidn le

pregunta a su madre, ;crees que va

a llover?

Mamd, ycrees que
va a llover?

No hay
muchas

d2) Reflevondan en situacion.
tiene que coger ef paraguas Daniel?

d2) En ésta nueva situacion, ;tiene
que coger el paraguas Daniel?




Heuristicas y sesgos en el razonamiento en situaciones de
incertidumbre



Probablemente...

L O O O o O

El numero 6 es el mas dificil de sacar en
un dado.

Un juego es justo si lo juegas
correctamente.

Verée a alguien que conozco de camino a
casa desde la escuela.

Siempre llueve en las vacaciones de
verano.

Si compras muchos boletos de rifa, seguro
ganaras un premio.

Es mas facil obtener cara que cruz al lanzar
una moneda.



La revision de la literatura pone en relieve que la investigacion identifica
una serie de razonamientos intuitivos en terminos de heuristicas que
producen la presencia de sesgos en el razonamiento.

Ser consciente de los mismos nos va a permitir disefiar propuestas
didacticas que ayuden a dar respuesta a las dificultades y, por tanto,
ayudar en la adquisicion de un adecuado razonamiento probabilistico.



HEURISTICA DE REPRESENTATIVIDAD

El sujeto estima la probabilidad de obtener un suceso comparando la similitud que
guarda con la poblacién de la cual se extrae o en el parecido de éste con el proceso
por medio del cual se generan los resultados.

La probabilidad de que nazca un vardn es %. ¢Cual de los siguientes sucesos es mas
probable?

a) VHHVHV

b) VVVVHV



Insensibilidad al tamano de la muestra

La persona asume que una muestra, aunque sea pequefa, siempre representa a
la poblacion, lo cual conduce a graves consecuencias en el trabajo estadistico.



Falacia del jugador

Supone considerar que el resultado de un experimento aleatorio
afectara en la probabilidad de sucesos futuros. Por ejemplo, después
de una racha de tamafno moderado de un mismo suceso, se espera

gue aumente la probabilidad de obtener el suceso contrario.



HEURISTICA DE LA DISPONIBILIDAD

Consiste en estimar la verosimilitud de un suceso basandose en la
informacion previa de la persona sobre la ocurrencia del suceso de
interés, es decir, los recuerdos. La aplicacion de dicha heuristica supone
la estimacion de la probabilidad, en funcion de la facilidad por encontrar

ejemplos de situaciones similares (Diaz, 2003).



Sesgo de equiprobabilidad

Consiste en pensar que los resultados de cualquier fenomeno aleatorio son
igualmente probables.

Serrano (1996) relaciona esta creencia con una de las concepciones historicas del
concepto de aleatoriedad donde, al comienzo del estudio de la teoria de la

probabilidad, se relacionaba aleatoriedad y equiprobabilidad.
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Estudiante de 6° de primaria

Respuesta: “Pienso que cualquier resultado
que se escriba sera correcto. Pienso esto
porque cada chincheta que se tira tiene un
50% de probabilidades de caer con la punta
hacia arriba y 50% de probabilidades de
caer con la punta hacia abajo. De esa
manera el resultado de como caen las
chinchetas, no tiene nada que ver con el
resultado que daba el profesor”

Estudiante de 2°bachillerato
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Enfoque del resultado

En situaciones en las que se demanda tomar una decision, se transforman
las preguntas sobre valores de probabilidad (¢;Cual es la probabilidad de
que?) en una decision dicotdmica (¢ ocurrira o no?).

Ante una probabilidad, digamos del 80%, espera el porcentaje exacto de
ocurrencia del fenomeno.

Cualquier pequena desviacion del experimento, respecto a sus expectativas,

la explica en forma subjetiva.



llusidn de control

Se corresponde con el hecho de que el sujeto no distingue la diferencia entre
los juegos de habilidad y los de azar.

El sujeto tiene la creencia de poder controlar el azar. Esta concepcion implica
falta de comprension de la aleatoriedad, pues uno de los rasgos de la misma
es la imposibilidad de control.

Esta creencia se refuerza cuando se incrementa la motivacion (por ejemplo,
si se espera un fuerte premio) y la persistencia (cuanto mas se juega o se

gana mas veces).



ANTES DE LA EXPERIMENTACION

r i

a) Anlg de 'jngl,r. ¢Qué niimero ejegirias si quieres ganar y por qué?,
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TRAS LA EXPERIMENTACION

c) O a el resultado. Si tuvieses que elegir de nuevo un caballo, ;qué nimero elegirias y por qué?
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La ilusion de control (Langer,
1982) se corresponde con el

hecho de que el sujeto
presenta la creencia de
controlar el azar que se
refuerza con aspectos

afectivos como la motivacion o
la persistencia.




Ejemplos de estudiantes

ANTES DE LA EXPERIMENTACION
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Sesgos referidos al lenguaje

Otra dificultad en la estimacion probabilistica se debe a la imprecision del
lenguaje ordinario.

A una misma expresion, relativa a fenomenos que pueden o no pueden ocurrir,
personas diferentes suelen atribuir distintos grados de probabilidad.

dudoso

quizas

casi seguro

poca probabilidad

Ayudar a los estudiantes a distinguir entre situaciones que exigen una
descripcion precisa de probabilidades y las que no.




PROPUESTA DE SITUACIONES DE
APRENDIZAJE



DINAMICA DE AULA COMUNICACION

Oral Escrita

4

Socioafectivo

Gestion del error
Escucha efectiva




DISENO DE LAS TAREAS

La situacion se presenta al estudiante como un juego en el que la mejor
estrategia exige la construccion de conocimiento matematico que pone en
juego estrategias para medir el grado de incertidumbre.

La pregunta inicial permite la oportunidad de que emerjan las creencias
previas que el estudiante ha construido en torno a la situaciones aleatorias.

La experimentaciéon no solo pone en juego el significado frecuencial de la
probabilidad sino que a través de este significado damos la oportunidad al
alumno de revisar sus creencias previas atendiendo al analisis de resultados
que se obtienen desde la experimentacion.



Tareas WOBD

-



;. Cual es el intruso?




DISENO A TRAVES DE LA IAG

El cronémetro no genera resultados aleatorios, mientras que los otros tres si.

La ruleta tiene mas de dos o seis resultados posibles, a diferencia de la moneda y
el dado.

La moneda solo tiene dos resultados posibles, o que la hace diferente en
complejidad.

El dado tiene resultados numéricos, mientras que la ruleta puede tener colores o
simbolos




El diagrama de arbol



Bifurcacion por canales y laberintos

Si echamos 100 bolas, ¢ Cuantas crees que
pasaran, aproximadamente por B y por C?

¢, Cual es la probabilidad de la bola caiga por el
canal B?




Bifurcacion por canales y laberintos

Si echamos 100 bolas, ¢ Cuantas iran,
aproximadamente, por cada canal?

¢, Cual es la probabilidad de la bola caiga por el
canal D?

¢, Cual es la probabilidad de la bola caiga por el
canal E?




Juan e Isabel van a la feria. Encuentran una atraccion que tiene dos maquinas
como las que se muestran en la imagen:

Si gana un premio si la bola sale por D.  En qué maquina jugarias? ;Podrias
calcular la probabilidad de que la bola caiga en D en cada caso?



Diagrama de arbol

Una herramienta que permite representar la
estructura de problemas combinatorios y
probabilisticos.

Ayudan a determinar el espacio muestral en los
experimentos compuestos.

La construccion del diagrama de arbol ayuda a
comprender la estructura del experimento.

INVESTIGACION

Epsilon - Revista de Educacién Matemdtica 2018, n° 100, 49-63

El diagrama de arbol: un recurso intuitivo en
Probabilidad y Combinatoria

Antonio Francisco Roldan Lopez de Hierro
Universidad de Granada

Carmen Batanero
Universidad de Granada

Pablo Beltran-Pellicer
Universidad de Zaragoza e IES Valdespartera

Resumen: Los diagramas de drbol permiten representar la estructura de muchos pro-
blemas combinatorios y probabilisticos, facilitando su resolucién. No obstante, la in-
vestigacién sobre el tema muestra la existencia de dificultades en la construccion e
interpretacion de diagramas de drbol por parte de los estudiantes, posiblemente debido
aqueenla ianza no reciben la ion necesaria. En este articulo analizamos las
propiedades del diagrama de drbol y las dificultades experimentadas en el trabajo con
los mismos descritas en la investigacion previa. Finalmente mostramos ejemplos de las
oportunidades de aprendizaje que ofiece en la combinatoria y probabilidad, incluyendo
la argumentacion de algunos teoremas. Como conclusién, sugerimos la necesidad de su
uso, desde edades tempranas, para conformar intuiciones correctas que luego se aplica-
ran durante todo el periodo de formacion en probabilidad y combinatoria.

Palabras clave: Diagrama de drbol, intuiciones, probabilidad, combinatoria.

Tree diagram: an intuitive resource in probability
and combinatorics

Abstract: Tree diagrams allow representing the structure of many combinatorial and
probabilistic problems, facilitating their resolution. However, research on this topic
shows the existence of difficulties in the construction and interpretation of tree diagrams
by students, possibly because they do not receive the necessary attention in teaching. In
this work we analy=e the properties of tree diagrams and the difficulties when working
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Regla del producto

3 2 2

P(AlnBC)Z'a"? 9

¢ Como dar significado al diagrama vy relacionarlo
con el desarrollo aritmético?

Si el suceso A: ocurre tres de cada nueve veces que
repetimos la experiencia (3/9) y, habiendo ocurrido A, el
suceso B. ocurre dos de cada tres veces (2/3), entonces en
(2/3) de (3/9) de las ocasiones ocurre el suceso compuesto
A1 ﬂ Bc

Primera Segunda
fase fase

A, ;<BBC
s B
A2<;:BC
7 B

A3%<BC

Este argumento tiene que construirse haciendo referencia a los sucesos dentro del contexto
del problema, dejando la notacién formal para los ultimos cursos.




CONEXIONES



Las personas
gue saquen
cruzse
sientan




Preguntas clave

;. qué proporcion de las personas que estan de pie esperamos
gue se sienten en cada lanzamiento de la moneda?

;. podemos predecir con que frecuencia deberiamos esperar
gue ocurra un evento?

;podemos predecir a quién esperamos que le ocurra el
evento



EJEMPLOS DE RESPUESTAS:

Tendrias que ir reduciendo a la mitad el numero de personas, porque hay un 50%
de probabilidad de que salga cara. Entonces, de 250 quedarian
aproximadamente 125, porque lo mas probable es que el 50% haya sacado cara.
Luego, otra vez a la mitad: 63 personas, porque nuevamente hay un 50% de
probabilidad, después 31 personas. Al volver a dividir a la mitad: 15 personas,
luego 8, después 4, después 2 y finalmente 1 persona.

Asi que serian 8 lanzamientos para que quede la ultima persona en pie y unas 4
personas para que consigan 6 lanzamientos seguidos de cara.



Resolucion de problemas

Disponemos de dos cajas, la caja A y la caja B, que contienen ambas bolas blancas y bolas negras. En
la caja A por cada bola blanca hay tres bolas negras. En la caja B hay 20 bolas (entre negras y

blancas).

(Cuantas bolas hay de cada color en la caja B si es igual de probable sacar una bola blanca que en la

caja A? Explica tu respuesta.



En la caja A, por cada bola blanca hay tres negras, de manera que, si hubiese 4 bolas, una
seria blanca. Puesto que la probabilidad es el cociente entre el mimero de casos favorables
(bolas blancas) y el de casos posibles (bolas totales), para que sea igual de probable sacar
bola blanca en la caja B que en la caja A, de cada 4 bolas en la caja B una tiene que ser
blanca.

Dado que hay 20 bolas en total en la caja B, se pueden formar 5 grupos de 4 bolas, pues
20:4 = 5. Esto supone un total de 5 (5 X 1 = 5) bolas blancas en la caja B. El resto,

15 = 20 — 5, seran bolas negras.

Para que sea igual de probable sacar una bola blanca en la caja B que en la caja A se debe
mantener la razéon de bolas blancas (casos favorables) respecto del total de bolas (casos

posibles). Dado que esta razon es de una bola blanca por cada cuatro bolas, y en la caja B

hay 20 bolas, el nimero de bolas blancas en la caja B es fi X 20 = 5. Elresto de las bolas

en la caja B, esto es, 20 — 5 = 15 seran negras.




Para asegurar que la probabilidad de extraer una bola blanca sea igual en ambas cajas,
es necesario mantener la proporcion de bolas blancas (eventos favorables) con relacion
al total de bolas (eventos posibles). Se desconoce el nimero de bolas blancas y negras
que hay en la caja A, pero dado que por cada bola blanca hay tres negras, la razén entre
los casos favorables y posibles en A es de 1 a 4. La igualdad de probabilidad entre

ambas cajas establece una proporcion:

Casos favorablesen A  Casos favorables en B
Casos posiblesen A~ Casos posibles en B

donde son conocidos la razon de casos favorables y posibles en A, 1 a 4, y el nimero exacto

de casos posibles en B, 20, desconociéndose el nimero de casos favorables en B, x. Esta
x

.2 1
proporcion s€ expresa como ;= 0"

Dado que, en una proporcion, el producto de los

extremos es igual al producto de medios, 4x = 1 X 20, por lo quex = 2—: = 5. Por tanto, en

la caja B hay 5 bolas blancas y el resto, 15, son negras.
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