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Sesidon “Sentido algebraico”

Elementos de didactica del sentido algebraico:
e La transicion entre aritmética y algebra: rupturas en practicas y significados.
Distintas visiones del algebra escolar.
El proceso de generalizacion.
Modelos de ensefianza de ecuaciones.
Funciones y sus distintas representaciones.

Los procesos matematicos en el sentido algebraico.

El sentido algebraico en el curriculo aragonés.

Materiales y recursos para trabajar el sentido algebraico.
Bibliografia para profundizar en la didactica del sentido algebraico.
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El problema de la transicidon de la aritmética al algebra

La introduccion del pensamiento algebraico supone cambios en |la manera de
hacer y de pensar de los estudiantes que hasta el momento estan situados
en un modo de hacer y de pensar propio de la aritmética.

Esta transicion va mas alla del empleo de “letras” y del conocimiento de
nuevas técnicas.

El algebra temprana (early algebra) identifica algunos aspectos propios del
pensamiento algebraico y propone fomentarlos desde las primeras etapas
escolares.



Transicion de la aritmética al algebra

 Hacer consciente al alumnado que el quehacer algebraico supone una ruptura con
muchas de las practicas matematicas realizadas hasta ese momento.

 Atender a los aspectos relacionales entre operaciones y no simplemente al calculo de
una respuesta numeérica.

* Replantearse el significado del signo igual y de los signhos operacionales.

* Abordar el trabajo con numeros y letras, en lugar de solo con numeros.

Para ello es necesario:
(i) trabajar con letras que a veces son incognitas, variables o parametros;
(ii) aceptar como respuestas validas expresiones no cerradas con letras;

(iii) comparar expresiones en igualdades mediante propiedades en lugar de
mediante la evaluacion numeérica.



Diferencias en los procesos de resolucion de
problemas y de modelizacion.



En un taller de confeccion disponen de 3 piezas de tela de 50 m cada una. Con ellas
van a confeccionar 30 trajes que necesitan 3 m de tela cada uno. Con el resto de |a
tela piensan hacer abrigos que necesitan 4 m de tela cada uno. é¢Cuantos abrigos
pueden hacerse?

Hay 60 pajaros en tres arboles. Después de escuchar un disparo vuelan 6 pajaros del
primer arbol, 8 pajaros del segundo y 4 pajaros del tercero. Si ahora hay el doble de
pajaros en el segundo que en el primer arbol, y el doble en el tercero respecto al
segundo, ¢cuantos pajaros habia originalmente en cada uno de los arboles?
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Quehacer aritmético

La resolucion aritmética de los problemas
depende en todo momento del contexto.

Lo desconocido es el final del problema.

El control de la validez de la resolucion es
semantico (el contexto justifica el proceso).

Quehacer algebraico

La resolucion algebraica de los problemas
aritméticos tiene fases contextualizadas vy
descontextualizadas.

Lo desconocido es el principio del problema.

El control de la validez de la resolucion es
semantico (validando la solucion con los datos
del enunciado) y sintactico (validando Ila
solucion numeérica en la ecuacion o expresion
algebraica).
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Quehacer aritmético

En las tareas escolares aritméticas se
buscan soluciones numéricas.

Las operaciones entre numeros son
procesos de calculo y los numeros son
objetos finales.
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Quehacer algebraico

En las tareas escolares algebraicas el
tipo de soluciones se diversifica.

Puede ser un numero, una féormula, una
relacion, una demostracion, etc.

Las expresiones algebraicas
representan un proceso de calculo,
pero también un obieto final.
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Diferencias en los procesos de razonamiento
y pbrueba



Quehacer aritmético

La justificacion de los objetos
aritmeticos, de sus propiedades y
relaciones y de las técnicas que les
afectan son de tipo retorico o estan
ligadas al comportamiento de

determinados modelos concretos.

Quehacer algebraico

El algebra permite desarrollar
justificaciones basadas en el calculo
algebraico, es decir, permite demostrar
las propiedades aritmeéticas

gestionando operaciones y relaciones.



Se plantea la siguiente proposicion matematica:

“Dadas dos fracciones, mayores o iguales que cero, distintas. Sea la fraccion que tiene como
numerador la suma de los dos numeradores (de las fracciones dadas) y como denominador, la
suma de los dos denominadores. Entonces esa fraccion estad estrictamente comprendida entre
las dos fracciones dadas”.

Tarea: Justificar o demostrar la proposicion anterior dentro de un quehacer algebraico.
Tarea: Justificar o demostrar la proposicion anterior dentro de un gquehacer aritmético.

Existen distintos modelos concretos para la enseflanza de las fracciones: modelos de parte-todo,
de medida, de operador, de razdn...

. ey e .. a .. . . ps
Uno de ellos es el modelo de cociente partitivo, donde la fraccion - tiene el significado de la

cantidad que recibe cada uno de los participantes de un reparto igualitario de a unidades entre b
individuos.
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Se plantea la siguiente proposicion matematica:
“La suma de dos numeros impares consecutivos es un numero pary divisible por 4”.
Tarea: Justificar o demostrar la proposicion anterior dentro de un quehacer algebraico.

Tarea: Justificar o demostrar la proposicion anterior dentro de un quehacer aritmético.

Puedes emplear un modelo concreto, tratando a los

] _ _ . o 00 00| (00 00O
numeros impares con la configuracion de puntos 1 2 |@ "X I8 X
parecida a las regletas de Herbiniere-Lebert (o 3 4 (@
Numicon) para resolverlo. S
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Distintas interpretaciones de los signos de
igualdad y desigualdad (=y #) y operativos (+y -)



Interpretaciones del signho =

Knuth, Stephens, McNeil y Alibali (2006) distinguen:

- Comprension operacional: indicador del resultado de una operacion
(aritmética).

- Comprension relacional: relaciona las expresiones a ambos lados del igual
como expresiones equivalentes (algebra).

La ausencia de una adecuada comprension del signo igual esta asociada con un
bajo desempeno en algebra. Investigaciones con estudiantes de Secundaria
demuestran que una gran parte de ellos Unicamente poseen una comprension
operacional del signo igual, por lo que tienen dificultades en la comprension de
las técnicas algebraicas y su ejecucion.

18



Interpretaciones del signo =
. Interpretaciones | FEempls

Propuesta de actividad.

El igual como tecla de calculadora. Se emplea en expresiones incompletas, con una 16:3 =
cadena de numeros o simbolos vinculados por operaciones a la izquierda del igual y un X(x+1)-3x(x+5)=
espacio vacio a la derecha.
Operador.

P 4x5 = 20;

El igual separa una secuencia de operaciones, que habitualmente se situan a la
izquierda, y su resultado, que se dispone a la derecha.

Separador.

El igual separa los pasos realizados en la resolucidon de una actividad, habitualmente en
contextos algebraicos. Debe ser sustituido por un punto y coma o por simbolos de flecha
de implicacidon o de doble implicacidn.

X (x = 2)+3x% =4x 2 - 2x

3x+5+7x=—-2-1 = 10x=-8.

7-8=4-14;
a+b=Db+a;
5x3 + 10x? = 5x2 (x+2);
100cm =1m

Expresion de una identidad (equivalencia).

El igual relaciona dos representaciones diferentes de un mismo objeto matematico.
Puede ser numeérica, simbdlica o por definicion.

Expresion de una ecuacion (equivalencia condicional).

2 _ —
: : : , . X“—6Xx+5=x+3
Cuando la equivalencia solo es cierta para algun o algunos valores de las variables.

Expresion de una relacion funcional o de dependencia. y=x2+1;
Indica una relacion o dependencia entre variables o parametros en funciones y férmulas. A=Tmr?
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Interpretaciones de los signhos operativos

Operativo binario entre términos sin signo. Cuando los signos indican una operacion
binaria de suma o resta entre términos sin signo. 7+3=10; 8-5=3

Operativo binario entre términos con signo. Cuando los signos indican una operacion

binaria de suma o resta entre términos con signo. (-7)+(-3)=-10; (+2)-(-7)=+9

Operativo unario. Cuando los signos + o — indican que el signo del término al que

preceden debe mantenerse o intercambiarse. 5= (-3) =543; 4 —(x-2) =4 —x+2

Predicativo. Cuando los signos indican que un numero es positivo o negativo.
(+3); (-7)

21



Analiza los errores en las producciones de estos estudiantes de 12 de ESO.
¢En qué pasos ocurre y vinculado a qué simbolos?
éQué interpretaciones de los signos crees que estan detras de esos errores?
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Interpretaciones de los sighos operativos

Por economia de escritura, en el lenguaje algebraico desaparecen los signos
operativos binarios propios de la aritmética, debiendo ser principalmente
interpretados como predicativos y unarios.

Por ejemplo, la expresion 3y — 2 + 5 — (2x — 3y) se corresponde con:
(+3) -y +(-2) + (+5) + (-1) - [(+2) - x + (-3) - y].

Una dificultad comun a muchos estudiantes que siguen desde la aritmética
interpretando los signos como operativos binarios es simplificar la expresion

anterior como 3y — 7 — 2x + 3y.
Otro error habitual, relacionado con la interpretacion como operativo unario,

seria al convertir — (2x — 3y) en —2x-3y.

La desaparicion del simbolo del producto también produce errores. 23



Interpretaciones de las letras

El uso y significado de las letras es una de las mayores dificultades que se encuentran los estudiantes
cuando comienzan con el dlgebra escolar.

En algebra, los simbolos literales pueden tomar diferentes valores: incdégnitas, numeros generalizados,
variables, parametros...

En aritmética, las letras toman valores como:

- objeto o etiqueta asociada al nUmero para denotar unidades de medida (7m como 7 metros, 4,5/
como 4,5 litros) o

- nombrar el tipo de objetos que se cuantifican en una coleccién (3 estudiantes, como 3e).

Esta ultima interpretacion puede ser fuente de errores al traducir enunciados como “en mi instituto,
cada 20 estudiantes habia dos profesores” como 20e=2p, y

causar dificultades al resolver problemas de programacion lineal, por ejemplo, para optimizar el
beneficio de vender distintos lotes con frascos de perfumes, simbolizar como p tanto el precio de cada

frasco de perfume como el niumero de frascos de perfume que se han vendido.
24



Interpretaciones de las letras

En ocasiones, esto puede ser fomentado por algunas formas de
introducir las letras en el algebra:

Compro 4 tartas y 3 bizcochos y me gasto 26 euros. Representa esta

situacion con una expresion algebraica.
Respuesta: 4T + 3B = 26

(¢Se pregunta después sobre qué representa By qué representa T?)

20. Los pasteles cuestan p centavos cada uno v las empanadas e centavos cada una.

Si compro 4 pasteles y 3 empanadas. ' 27% de acierto (Garcia, 2016)
JQué significa X

i.'!.ff'f.r —':{'Lfae . J" . : ('_qu;,j.i_“ 1M1 L

N~

4p~+ 3¢ ?

22, I_fws ldpices azules cuestan 5 pesos cada uno y los ldpices rojos cuestan 6 pesos cada uno.
S1 compro algunos lapices azules y algunos rojos y en total me cuestan 90 pesos.
| X 21% de acierto (Garcia, 2016)
Si @ es el nimero de ldpices azules comprados, ¥
si r es el niimero de ldpices rojos comprados, s v - a0
{Qué puede escribir acercade g y r? AT )

......................



Interpretaciones de las letras en algebra

La letra como constante. Representa un numero determinado (e, i, i).
La letra como incognita. Numero desconocido cuyo valor numérico se busca.

La letra como variable. NUmero que puede tomar cualquier valor en un cierto
dominio.

La letra como indeterminada. La letra como un signo en el papel y que no
representa ningun numero.

La letra como parametro. En la resolucion de ecuaciones o inecuaciones, coeficiente
de un término que indica un numero desconocido en funcion del cual se expresara
la incognita.

26



Observa como varia la grafica de la funcion cuadratica ¥ = az® + bz + ¢ cuando se modifican los valores de sus parametros a, by c

Utiliza los deslizadores para modificar los valores de los parametros

a=1
O
b:=1
(2
=26
O fiy=1xX+1x+26 s 4

Fuente: https://www.geogebra.org/m/jnt37x5z

-2

éQué ocurre a las letras si solicito:

- calcular el corte con el ejey

- calcular a, by c para que pasen
por (-2,0) y (1,0)?


https://www.geogebra.org/m/jnt37x5z

Visiones del algebra escolar

Usiskin (1988) y Socas, Camacho, Paralea y Hernandez (1989) identifican y
clasifican diferentes concepciones del algebra escolar, atendiendo al papel
gue toman las “letras”.

* Aritmética generalizada (numero generalizado):
* |dentificar y representar |la estructura aritmética a través de patrones y leyes
numeéricas: 2 - (5+1) =2-5+2-1 - a(b+c)=ab+ac
 Generalizacion de patrones numeéricos y geometricos
* Resolucion de ecuaciones (incognita)
* Funcional (variable)

* Estructural (indeterminada)

28



La generalizacion de patrones

El proceso de identificar algebraicamente patrones en una secuencia implica:

(1) tomar conciencia de una propiedad comun a los primeros términos,

(2) generalizar dicha propiedad a todos los términos de la secuencia y

(3) usar esa propiedad comun para encontrar una regla que permita calcular
directamente cualquier término de la secuencia.

9 9 . .
Como puedes ver en la imagen, la figura de un
cuadrado necesita 4 bolas y 4 palos, la figura de dos
— — cuadrados necesita 6 bolas y 7 palos, la figura de tres
cuadrados necesita 8 bolas y 10 palos.
* o ¢« e * 0
L ® ) L ] ® L ]

Fuente: Callejo y Zapatera (2014), en Arce y otros (2019)
29



La generalizacion de patrones

Secuencia prototipica de cuatro tareas de identificacion de patrones:

a) Tareas de generalizacion cercana: calcular el valor a, para un n pequefio y que se puede obtener
mediante recuento con material manipulativo, con un dibujo o una tabla.

b) Tareas de generalizacion lejana: calcular el valor de a, para n grande y que requiere la identificacion
de un patrén o pauta.

c) Obtencidén y expresion de la regla general que permita calcular el valor de a, para cualquier n.

d) Inversion del proceso para hallar el valor de n, dado el valor de un elemento, a,, es decir, hallar la
posicion de un término de la secuencia a partir del numero de elementos de dicho término.

[ .
1. ¢Cuantas bolas y palos se necesitardn para construir una figura de 4

cuadrados?
o ° [ ] [} 2. ¢Cudntas bolas y palos se necesitan si construyo una figura de 6 cuadrados?
3. ¢Cudntas bolas y palos se necesitan si construyo una figura de 20 cuadrados?
4. Expresa una regla general que relacione el numero de cuadrados y el de
o ° . ° e . bolas.

5. Expresa una regla general que relacione el numero de cuadrados y el de
palos.
6. éXXXXXX?

Fuente: Callejo y Zapatera (2014), en Arce y otros (2019)

@ L L ® ¢ L
30



La generalizacion de patrones

- Los estudiantes suelen resolver las generalizaciones cercanas, dibujando y contando
los elementos (si son figuras) o empleando estrategias recursivas (observan el
aumento de la cantidad respecto al término anterior). Se coordinan los registros
geomeétricos y numeéricos y aparecen representaciones tabulares.

- Al plantear la generalizacion lejana, que requiere establecer estrategias funcionales
(es decir, expresar a, en una expresion algebraica dependiendo de n), que sirven
para resolver las tareas de expresion y las de proceso inverso. Aparecen distintas
expresiones algebraicas o formulas dependiendo de como se ha llegado hasta ellas.
En este paso se puede investigar la equivalencia de expresiones.

- Una estrategia erronea muy comun consiste en aplicar indebidamente
procedimientos de proporcionalidad directa o inversa en cualquier patron.

31



La generalizacion de patrones

LOMLOE Aragdn. Matematicas. Sentido algebraico. 22 de ESO. Orientaciones para la ensefanza.

Se presenta al alumnado el siguiente patron, bien en un dibujo o con el apoyo de material
manipulativo (usando policubos, por ejemplo):

1 2 3 4

A continuacion, se plantean las siguientes preguntas: ¢ Cuantos cuadrados se necesitan para formar
la siguiente figura? ¢Y la figura 67 ¢Y la 10? ¢Y la 2157 ¢ Puedes encontrar una formula general para
saber cuantos cuadrados formaran una figura sabiendo el numero de orden?

ATENCION: Material manipulativo (con apoyo de policubos)

32



La generalizacion de patrones

LOMLOE Aragdn. Matematicas. Sentido algebraico. 22 de ESO. Orientaciones para la ensefanza.

Como vemos se propone que las preguntas se planteen de forma

gradual. Es decir, antes de pedir una formula general podemos N.° Serie  N.° de cuadrados
preguntar como se forman las figuras inmediatamente posteriores 1 _ 1 _>+2
para que el alumnado pueda estudiar la pauta de formacion de las 2 3 >+2
figuras (por ejemplo, que se afaden dos cuadrados para pasar de 3 S _>+2
una figura a la siguiente). Poco a poco se puede ampliar el salto 4 7

entre las figuras, haciendo que sea incomodo dar la respuesta 5 9

mediante la ampliacion de |la tabla. 6 £l

Despueés de esta exploracion se pedira al alumnado que proponga

alguna formula para el calculo del numero de cuadrados. Lo mas e ke

habitual es que se propongan distintas formulas, y resulta de

interes que el alumnado explique la procedencia de sus 215 429
propuestas: . o

(h=1)+(n=-1)+1,n+(n-1),n+n-1, etc.

A partir de aqui se puede pasar al calculo algebraico para

comprobar su equivalencia y escoger, entre todas las formulaciones, la que se vea mas sencilla para
realizar los calculos de forma eficiente. En Calvo et al. (2016) se sugiere tambien ampliar la actividad
preguntando qué numero de orden corresponde a la figura formada por 233 cuadrados o por 116 (y
que el alumnado ofrezca distintos tipos de justificaciones para argumentar que 116 no es solucion en
ningun caso).

Se puede extender la actividad pidiendo al alumnado que represente la informacion de la tabla en
una grafica, poniendo de manifiesto la relacion de dependencia lineal entre el numero que
representa la posicion y el numero de cuadrados. El trabajo con otros patrones con el mismo salto y
otros de salto constante nos puede llevar. por eiemblo. a |a idea de pendiente.

33



La generalizacion de patrones

W H H

Averiguar el numero de elementos que tiene la figura de la serie que
ocupa el lugar 5°

Averiguar el numero de elementos que tiene la figura de la serie que
ocupa el lugar 21°

Averiguar el numero de elementos que tiene la figura de la serie que
ocupa el lugar 157°

Averiguar la expresion del téermino general que permite calcular los
elementos que tiene cada uno de los términos de la sucesion.

34



La generalizacion de patrones

El contenido de las cajas de Superchocolatinas esta distribuido siempre de la
misma forma. Como muestran las figuras siguientes, entre cada cuatro

: 0.0.0.0.0
0.0 0.0.0.0 ¢ 600
¢ 06O o0 000
.2x2. . ‘2)(4‘ ‘ .‘.‘.‘.‘.

3x5

Las dimensiones de las cajas nos dicen el numero de filas y columnas de
chocolatinas que tiene la caja.

= Desarrollar un meétodo para encontrar el numero de caramelos que hay en una
caja si sabemos sus dimensiones.

= Explicar el método usado usando palabras, diagramas o expresiones.

35



RECURSOS:

La generalizacion de patrones
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create alaehraic pynrescinne

classroom  Buscar

patterns

All (139) Activities (120) Collections (19)

2
Q<°° 5 @ Patrones visuales
ol

) | Leccion (TEEERRY

(De Amplif

Patterns and usT
sequences: Age 14-16

Working on these Stage 4
problems will help you develop
a better understanding of
pattemns and sequences.

LN

Creating and LIsT
manipulating linear
_ & and quadratic

- * expressions - Stage 4

Working on these problems will
help you develop a better understanding of how to
create alnehraic exnrecsinng

Los estudiantes exploran patrones visuales utilizando tablas e ilustraciones para hacer predicciones. Esta leccion también presenta de manera

informal tres tipos de relaciones que los estudiantes investigaran a lo largo del afio: lineales, cuadraticas y exponenciales. Sin embargo, los

estudiantes no necesitan conocer la definicién de estos tres términos para completar esta leccién.

. Circle Patterns
| 45-60 minutos | Practica

+ .
+

In this activity, students notice similarities and differences in a set of circles. They use this information to practice writing equations of circles that

extend a given pattern or match a given set of conditions.

WM Des-Patterns
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https://nrich.maths.org/algebra
https://classroom.amplify.com/discover?lang=es
https://www.visualpatterns.org/

Modelos concretos para las ecuaciones

Son intermediarios entre el lenguaje verbal y el algebraico para resolver ecuaciones.
- Modelo de balanza:

Contextualizado en una situacion de vida real
Enfatiza el caracter estructural de la ecuacion y el igual como equivalencia
Emplear para ecuaciones de primer grado, inecuaciones y sistemas de ecuaciones.

En lo que se refiere a los metodos generales para la resolucion de ecuaciones, uno de los modelos
mas validos para introducirlo es el de la balanza.

¢ 3
L ) L e
3.2 - Resolucidn de ecuacionas de pnmer grado | Balanza y poleas 2
e — S5x+14 = 3x+5 i kit e
4x-3 = 1
1 | : L8 )
T ‘__x -x T el
X X —ti
Limitaciones: no hay encaje “natural” para los negativos '“ii S \f
(poleas y balanzas es poco intuitivo). m [ 4xal’1ﬂ i
. |

Fuente: https://arquimedes.matem.unam.mx/Vinculos/Secundaria/2 segundo/2 Matematicas/2m b03 t02 s01 descartes/doc/info.htrﬁll



https://arquimedes.matem.unam.mx/Vinculos/Secundaria/2_segundo/2_Matematicas/2m_b03_t02_s01_descartes/doc/info.html

Modelos concretos para las ecuaciones

Son intermediarios entre el lenguaje verbal y el algebraico para resolver ecuaciones.
- Modelo icdnico:

Para sistemas de ecuaciones, las representaciones de las incognitas son dibujos que
representan la situacion y se opera sobre ellas.

Una secuencia de actividades en Beltran-Pellicer (2021) y la propuesta completa en De la
Fuente (2016).

1%/2‘0'%

17.60 €

12 €

28
- 3 3c, + 2% = 4,8
P VNS cHht 24,3
SR,

\43-28-2€

Fuentes: De |la Fuente (2016) y Beltran-Pellicer (2021)
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Modelos concretos para las ecuaciones

Son intermediarios entre el lenguaje verbal y el algebraico para resolver ecuaciones.
- Modelo lineal:

Para resolver ecuaciones de primer grado. Se parece al modelo iconico pero en este caso
la igualdad entre expresiones se traduce en igualdad entre barras. La compensacion
permite resolver la ecuacion, calculando la longitud del segmento incognita.

Limitacion: Al dibujar la incognita, se presupone su longitud.

540€  R+0,90=B+R  a0e

B R R |%%0 -
- ' 0,90
D r (%0 g R R+0,90 +R +R = 5,40

B R B

6,3‘0€
Fuente: Arce et al. (2019)
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Modelos concretos para las ecuaciones

Son intermediarios entre el lenguaje verbal y el algebraico para resolver ecuaciones.
- Modelo de area:

Para visualizar identidades notables, resolver ecuaciones cuadraticas y contexto para
introducir la multiplicacion de expresiones algebraicas.

Limitacion: Conocimientos previos geométricos.

SECCION 5. COMO MULTIPLICAR EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1.a) Si tenemos baldosas cuadradas de 1 m de lado, écuantas baldosas se necesitaran para

/ NN 5 d llenar un rectangulo cuyos lados miden 4 y 6 m? Haz un dibujo y cuenta las baldosas.
a / L D b) ¢Como podriamos saber cuantas baldosas se necesitan sin necesidad de hacer el dibujo?
Y XX
/ W NN c) éCual es la formula del drea de un rectangulo de lados a y b? ¢Qué relacion hay entre el

area de un rectangulo y el nimero de baldosas cuadradas que caben en éI?

2 _ 52 2
(a + b) = a + 2ab + b d) Si ahora queremos rodear el rectdngulo del apartado a) con una valla, écudntos metros de

valla tendremos que comprar?

b b?

e) éCudl es la formula del perimetro de un rectangulo de lados ay b?

2.i) Como ya sabéis, la formula del drea de un rectangulo es A = ba, donde b es la longitud de

uno de los lados (base) y a la longitud del otro lado (altura).

b
Fuente: Arce et al. (2019)

b

Si nos dicen que a = 3 cm, ¢como expresaremos el drea de ese rectangulo?

ii) Si ahora nos dicen que en ese rectangulo el lado b aumenta 2 cm, haz un dibujo del nuevo
rectangulo. ¢Cudl serd ahora la longitud de sus lados? ¢ Cudnto habrd aumentado su 4rea?

Fuente: Cid (2015)
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Modelos concretos para las ecuaciones

Son intermediarios entre el lenguaje verbal y el algebraico para resolver ecuaciones.

- @Grdficas:
Relaciona la resolucidon de ecuaciones e inecuaciones con la geometria del plano y con las

funciones.

Graph of a System of Inequalities

_ By 53)2
O ( b(\’) == —0.122(?{ - 62) + 8.8 ] /7 / Tr vz ra ov This graph represents their system of inequalities.

The fabric used in their design is represented by the point
(10,28).

i x+y>=35

(10, °8) How can the graph help Sai and Jordan decide whether their

| design meets both constraints?

(6.2,8.8)

Patterned Fabric (sq. ft), v
[ [] Y

20 30 40
Solid Fabric (sq. ft), x

Fuente: Amplify Desmos Math (https://classroom.amplify.com/discover?lang=es)
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https://classroom.amplify.com/discover?lang=es

Funciones y sus distintas representaciones

La importancia del proceso de representacion (Duval, 2006):
Comprender un concepto matemadtico consiste en

- conocer sus principales representaciones y el significado de cada una
de ellas,

- operar con las reglas internas de cada sistema de representacion y

- convertir o traducir unas representaciones en otras, detectando qué
sistema es mas ventajoso para trabajar con determinadas
propiedades.

(Castro y Castro, 1997)
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Funciones y sus distintas representaciones

El algebra permite una manera de representar distintos conceptos matematicos a través
de simbolos y es una herramienta para modelizar las situaciones de cambio entre dos
magnitudes.

Por ejemplo, en el caso de las funciones:

Funcion cuadratica X

La imagen de un f(x)=x2-2x+2
numero es el cuadrado
del nimero menosdos  f(x)=(x-1)2+1
veces el nimero mas
dos unidades

WIiIN|F-=|O
GNP N0
w

Fuente: Arce et al. (2019)
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Funciones y sus distintas representaciones

No es algo tan facil

La construccion del concepto de funcidon es un proceso largo y dificil
para el alumnado. Involucra diferentes aspectos:

* Obtener o presentar informacion.

* Resaltar una tendencia en la evolucion de una magnitud.

* Hacer predicciones a corto plazo.

* Analizar la existencia de una relacion entre dos variables.

Se puede (debe) hacer una aproximacion “informal” a las funciones en las primeras
fases de obtencidn, interpretacion y comunicacion de informacion.



Funciones y sus distintas representaciones

Algunas ideas clave:

* La representacion algebraica es introducida de manera prematura

* Hay poco trabajo de cambio entre distintas representaciones mas alla
de “Haz la grafica esta funcion f(x)=...”

 Articular las expresiones verbales y las graficas en un primer
acercamiento cualitativo.

* Las tablas como registro para un posterior acercamiento cuantitativo.
* La expresion algebraica para finalizar.
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Funciones y sus distintas representaciones

Procesos de traduccion

Descripcion verbal | Tablas Graficas Expresiones
algebraicas

Descripcién Medida Croquis Modelo

verbal

Tablas Lectura de relaciones Dibujo Ajuste numérico
numeéricas

Grificas Lectura de relaciones | Tabulacion Ajuste grafico
grificas

Expresiones Lectura de relaciones | Tabulacién Croquis

algebraicas simbélicas

Janvier, C. (1987). Problems of representation in the teaching and learning of mathematics. Londres: LEA. Publ.

Gonzalez-Astudillo, M. T., Sierra, M., & Esteban-Lépez, C. (1998). Funciones: traduccion entre presentaciones. Aula, 10, 89-104.



Representaciones graficas y verbales

* Estan presentes en muchas situaciones cotidianas en las que se intercambia
informacion. Podemos usar en clase graficas tomadas de Internet.

* El estudio de graficas reales pone de manifiesto conceptos que en abstracto
son dificiles de comprender.

* El enfoque verbal y grafico es mas asequible para los alumnos. Permite
dedicarse a las ideas fundamentales (conceptos) y no simplemente al calculo.

* Un tratamiento cualitativo centrado en las caracteristicas globales de las graficas.

* Un acercamiento reflexivo y con significado a los aspectos cuantitativos:
* Representacion de puntos.
* Elecciony efecto de la escala en los ejes.
* Dibujo de curvas a partir de tablas de valores.
* Etc.



Actividades y recursos: el libro
del Shell Centre



El lenguaje de funciones y graficas

El lenguaje ’de
SungEEs Y sraficas Estos materiales sirven para

ayudar a los alumnos a desarrollar
fluidez en la utilizacion del
lenguaje matematico de graficas,
tablas y algebra de cara a describir
y analizar situaciones del mundo

real.

Shell Centre for Mathematical Education

g

Ministerio de Educacion y Ciencia
e

https://www.libreria.educacion.gob.es/libro/el-lenguaje-de-funciones-y-graficas 144484/



https://www.libreria.educacion.gob.es/libro/el-lenguaje-de-funciones-y-graficas_144484/

Estructura del libro

* Unidad A: se aborda la interpretacion y bosquejo de los graficas. Se centra en
el estudio cualitativo de las mismas basado en la interpretacion de sus
caracteristicas globales.

* Unidad B: se descubren y exploran situaciones realistas, centrandose en la
busqueda de patrones y su expresion en forma verbal, grafica y finalmente
algebraica.

* Modelos de preguntas de examen.

* Una coleccion de problemas (problemas y graficas y otros datos para
interpretar).

https://www.map.mathshell.org/



https://www.map.mathshell.org/

Unidades Ay B

Lo de los niveles es muy, pero que muy orientativo.
_ |[Nivelpropuesto
Al. Interpretacion de puntos. 52y 62 EPy 12 ESO
A2. éSon las graficas solamente dibujos? 62 EPy 12 ESO
A3. Dibujo de graficas a partir de textos. 12-22 ESO

A4, Diseno de graficas a partir de 12-22 ESO
dibujos.
A5. Mirando gradientes. 32 ESO

B1. Realizacion de graficas a partir de 22 ESO

tablas.

B2. Descubriendo funciones en 2°-32 ESO
situaciones.

B3. Funciones exponenciales. 42 ESO

B4. Una funcidén de varias variables. 4° ESO



Interpretacion de puntos

¢Quién esta representado por cada punto del diagrama?

RE

4@ 58

68
7@

~
~

Altura



Interpretacion de puntos

En el escaparate de una papeleria hay cinco cajas de rotuladores, A, B,
C, Dy E de varios tamanos (12, 24 y 36 rotuladores) y precios (2 euros,
4 euros y 6 euros). La grafica describe las caracteristicas de las cajas:

e ¢Qué caja sale a mejor precio?

e ¢Qué caja sale a peor precio? lamano

Procio



Interpretacion de puntos

Cada una de estas cuatro figuras tiene un area de 36 unidades
cuadradas.
* Marca 4 puntos en el grafico inferior con las letras A, B, Cy D.

* ¢Puedes dibujar una quinta figura de 36 unidades cuadradas que corresponda
al 5." punto? Explicalo.

* Dibuja un diagrama que represente a todos los rectangulos con un area de 36
unidades cuadradas.

* ¢Qué sucede si incluyes en tu grafica todas las figuras con el mismo area?
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Graficas a partir de textos

Cuanta mas gente tengamos para ayudar,
antes terminaremos de recoger
cstas fresas

S BUSCAN
RECOLECTORES
DE FRESAS




N

Tiempo que llevari
terminar el tribajo

Numero de personas recolectando



Graficas a partir de textos

Compara tu grafica con las de tus companeros. Intenta llegar a un
acuerdo sobre la version correcta. Escribe como has llegado a tu
respuesta.

» ¢Deberia ir la grafica «hacia arriba» o «hacia abajo»? éPor qué?

e ¢Deberia ser |la grafica una linea recta? ¢ Por qué?

 ¢La grafica deberia cortar los ejes? Si es asi, édonde? Si no, épor qué no?



¢Son las graficas solamente dibujos?

¢Como cambia la velocidad de la bola cuando va por el aire en este
golpe de golf?
* Discute esta situacion con tu companero y escribe una descripcion clara,
indicando como creéis que varia la velocidad de la bola.

* Ahora haz una grafica aproximada para ilustrar tu descripcion:



Velocidad
de fa bola

Ticmpo desde que
s¢ ha golpeado la bola



Graficas a partir de dibujos

Pedro intento resolver la cuestion del golf y dibujo una grafica como

esta:
 Coméntalo.
* ¢Puedes sugerir por qué hizo la grafica asi?
e ¢Ves alguna relacion entre el intento de Pedro y el dibujo?
5

Velocidad
de la bola

Tiempo desde que
se ha golpeado la bola



Graficas a partir de dibujos

A .,o»o

-2
N/
il VAN
N/
ZAVAN

\b’b”’

QO
N0
\M‘ .




A

Velocidad de
los coches

r I | ]
A B C D E F

Distancia recorrida por la pista



Graficas a partir de dibujos

¢Como crees que varia la velocidad de un coche cuando esta dando |a
segunda vuelta en cada uno de los tres circuitos dibujados abajo? (S =

punto de salida).

S (\ . s
rad

\ C -

Circuito | Clrcmto 2 Circuito 3

.




A

Velocidad

L 5

Distancia recorrida



Gradientes




Vaso X

Altura

pd

e

Volumen



Altura 7

i -

Vaso X C D Volumen



FJ L SN R X

Vaso X F Volumen



s

Frasco de tinta

5

Frasco de evaporacion

P

Vaso

Frasco conico

U/

Cubo

hig

Embudo taponado

Altura r “ - Altura L
Volumen Volumen
Altura :C) Alturs 4
Volumen Valumen
Altura < Altura n Altura 8
Volumen Valumen Volumen
Altura ‘ h Allura
Wolumen Volumen



Ejemplo de situacion de aprendizaje [3]:

Jarrones y funciones

Ty

L;___;‘J =) LJ

* L
WAL L

Mismo enfoque, pero en este caso,
se busca la relacién cuantitativa

ssssss

3.2

4.8

6.1

8.1

altura

1cm

n® de vasos

0 1 2 3 4 5 6 7 8



Graficas a partir de tablas

Sin marcar los puntos exactamente, intenta realizar una grafica
aproximada que describa la relacion entre la altura del globo y la
distancia al horizonte.



~
"
L
'

(Hasta donde puedes ver?

Altura Distancia
del globo hasta ¢l
(m) horizonte (km)

5 8
10 11
20 16
30 20
40 23
S0 25
100 33
500 80
1.000 112




Graficas a partir de tablas

Distancia
al horizonte

Altura del globo



Funciones en situaciones
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Funciones en situaciones

Hay que construir una conejera rectangular con 22 metros de valla
metalica. El dueno esta interesado en saber como depende el area
cercada por la valla de la longitud de |la conejera. Piensa
detenidamente sobre esta situacion y discutela con tu companero.
* Describe, por escrito, como cambiara el area al aumentar la longitud,
tomando todos los valores posibles.
* llustra tu respuesta con una grafica:



A

Area encerrada

‘— —_— —
Longitud de la conejera




Para ver si tu grafica es correcta, construye una tabla de valores.

¢ Observas alguna regla en esta tabla? Escribe en qué consiste y trata de
explicar por qué ocurre eso.

Ahora, repite tu grafica utilizando las reglas que has encontrado (No es
necesario hacerla con exactitud).

Utilizando tu grafica y tu tabla de valores, calcula cuales deberian ser las
dimensiones del recinto para obtener el mayor espacio posible para que se
pueda mover el conejo.

Finalmente, intenta hallar una formula algebraica que se ajuste a esta
situacion.



Actividades vy recursos:
Amplify your classroom (Desmos)

Le damos la bienvenida a Amplify Classroom

Explore nuestra biblioteca de contenidos

Kindergarten @ Grado o Grado 9 Grado 9 Grado o Grado e Grado @ Grado o Grado @ Grado @

B_ Matematicas Lectoescritura A Ciencias



Actividades y recursos:
Amplify your classroom (Desmos)

Graficar historias +
' 60+ minutos | Introduccién

A Movii €D Tableta @ Laptop

Esta actividad ayudara a los estudiantes a pasar de representaciones de una variable (p. ej., rectas numeéricas) a
representaciones de DOS variables en un plano de coordenadas. Los estudiantes veran videos de 15 segundos y los

convertiran en graficos con su ayuda.

Marbleslides: Rectas +
| 45-60 minutos | Desarrollo

A Movil @ Tableta @ Laptop

En esta actividad encantadora y desafiante, los estudiantes transformaran lineas para que las canicas pasen por las estrellas. Los estudiantes pondran a prueba sus
ideas lanzando las canicas y tendran la oportunidad de revisar antes de intentar el proximo desafio.

Traducido por el equipo de localizacion de Desmos.



Actividades y recursos: WODB

which one

Belong?

www.wodb.ca Danielson, C. (2016). Which One Doesn't Belong? A
Shapes Book. Stenhouse Publishers.



https://wodb.ca/

Ejemplo de WODB de funciones




Sesidon “Sentido algebraico”

El sentido algebraico en el curriculo aragonés.



El sentido algebraico en el curriculo aragonés (LOMLOE)

Sentido presente en toda la etapa de Ed. Primaria y Ed. Secundaria
Es una “novedad” en Ed. Primaria:

D.1. Patrones, relaciones, clasificaciones y funciones

D.2. Modelo matematico

D.3. Pensamiento computacional

“Al hablar de algebra en educaciéon primaria no se quiere decir que haya que
adelantar lo que se ha hecho siempre en el algebra de secundaria a la etapa
de primaria [...] Tampoco... privilegiar el algebra, como aspiracion unica de la
matematica escolar, frente a la aritmética...”



D.1. Patrones, relaciones, clasificaciones y funciones:

Identificacidon, descripcidn verbal, representacion vy
prediccion razonada de términos a partir de las
regularidades en una coleccidon de numeros, figuras
o0 imagenes.

Clasificaciones de objetos atendiendo a cualidades
determinadas y diferentes criterios, incluso de
forma combinada.

Relaciones de igualdad y desigualdad y uso de los
signos = y # entre expresiones que incluyan
operaciones y sus propiedades.

La igualdad como expresion de una relacion de
equivalencia entre dos elementos y obtencion de
datos sencillos desconocidos (representados por
medio de un simbolo) en cualquiera de los dos
elementos.

Representacion de la relacion “mayor que” vy
“menor que”, y uso de los signos <y >.

Apreciacion del cambio en distintos tipos de
situaciones, tanto numéricas como geométricas.

D.1. Patrones, relaciones, clasificaciones y funciones:

Estrategias de identificacion, representacion (verbal,
tablas, graficos y notaciones inventadas) y prediccién
razonada de términos a partir de las regularidades en
una coleccion de numeros, figuras o imagenes.

Creacion de patrones recurrentes a partir de
regularidades o de otros patrones utilizando numeros,
figuras o imagenes.

Clasificaciones de objetos atendiendo a cualidades
determinadas y diferentes criterios.

Relaciones de igualdad y desigualdad y uso de los
signos < y >. Determinacion de datos desconocidos
(representados por medio de una letra o un simbolo)
en expresiones sencillas relacionadas mediante estos
signos y los signos =y #.

Apreciacion del cambio en distintos tipos de
situaciones, tanto numéricas como geométricas.



D.2. Modelo matematico:

* Proceso de modelizaciéon con el andamiaje
adecuado en el aula, empleando objetos
manipulables, dramatizaciones, dibujos,
diagramas, etc. de manera que se conecte lo
concreto con lo pictorico y lo abstracto para
comprender las situaciones y los problemas
gue se planteen.

Vinculado a la resolucion de problemas con
andamiaje.

De lo concreto a lo abstracto.

El papel de los manipulativos, y representaciones
graficas como dibujos, esquemas.

Comenzar con “rutinas” abiertas; équé observo?
éiqué puedo saber? équé me gustaria/necesitaria
saber?

Se desaconseja empleo de métodos que
cortocircuitan el proceso de modelizacién (palabras
clave, Datos-Operacién-Solucion).



En Educacion Secundaria:

D.1. Patrones

D.2. Modelo matematico

D.3. Variable

D.4. Igualdad y desigualdad

D.5. Relaciones y funciones

D.6. Pensamiento computacional

“Los siguientes cuatro aspectos [...] abarcan varios componentes del algebra en educacion
secundaria:

1. Generalizacion de patrones numéricos, geométricos y de las leyes que gobiernan las
relaciones numeéricas.

2. Resolucion de problemas

3. Situaciones funcionales

4. Modelizacion de fenomenos fisicos y matematicos.”



D.1. Patrones:

* Patrones, pautas y regularidades:
observacion y determinacion de
la regla de formacion en casos

sencillos.

D.2. Modelo matematico:

* Modelizacidon de situaciones de la vida
cotidiana usando representaciones
matematicas y el lenguaje algebraico.

* Estrategias de deduccion de
conclusiones razonables a partir de un
modelo matematico.

D.3. Variable:

e Variable:
concepto
naturalezas.

comprension del

en

SUS

diferentes



D.4. Igualdad y desigualdad: D.5. Relaciones y funciones:

* Relaciones lineales en situaciones de * Relaciones cuantitativas en situaciones
la vida cotidiana o matematicamente de la vida cotidiana y clase de
relevantes: expresion mediante algebra funciones que las modelizan.
simbolica. e Relaciones lineales: identificacion vy

* Equivalencia de expresiones comparacion de diferentes modos de
algebraicas en la resolucion de representacion, tablas, graficas o
problemas basados en relaciones expresiones algebraicas, y sus
lineales. propiedades a partir de ellas.

» Estrategias de busqueda de soluciones e Estrategias de deduccion de Ila
en ecuaciones en situaciones de la vida informacion relevante de una funcion
cotidiana. mediante el uso de diferentes

e Ecuaciones: resolucién mediante el uso representaciones simbolicas.

de la tecnologia.

En 22 ESO se anaden relaciones cuadraticas



Sesidon “Sentido algebraico”

Materiales y recursos para trabajar el sentido algebraico.



Materiales y recursos
Ademas de los ya mencionados

UNIVERSITY OF St M h Problem-Solving Schools can now access the Hub!
CAMBRIDGE ". n rlc Contact us if you haven't received login defails Patterns L thI'OU.gh 15

Teachers v Students v Parents v Problem-Solving Schools v Events AboutNRICH v Q

9
v ¥ g

Algebra

Patterns and LisT Patterns and LIsT PATTERN 1 « 3,784 segments PATTERN 2 « 85 blocks PATTERN 3 « 990 squares
sequences: Age 11-14 sequences: Age 14-16
Working on these Stage 3 Working on these Stage 4 by.fawn by tavm byfawn,
problems wil help you develop problems will help you develop
a better understanding of WS/ abetter understanding of
patterns and sequences. patterns and sequences.
Creating and uisT Creating and usT
manipulating linear manipulating linear
and quadratic _ & and quadratic
expressions - Stage 3 ¥°9  expressions - Stage 4
Working on these problems will - Working on these problems will PATTERN 4 « 173 squares PATTERN 5 « 3,787 circles PATTERN 6 « 2,838 toothpicks
help you develop a better understanding of how to help you develop a better understanding of how to
create alnehrair. exnressions rreate alnehraic evnrecsinne
classroom  Buscar :
El lenguaje de
funciones y graficas

patterns

All (139) Activities (120) Collections (19) E’o:

SLA pat isual

€ T 'atrones visuales H
e +

Do Ampity) | Leceion (N

Los estudiantes exploran patrones visuales utilizando tablas e ilustraciones para hacer predicciones. Esta leccion también presenta de manera
informal tres tipos de relaciones que los estudiantes investigaran a lo largo del afio: lineales, cuadraticas y exponenciales. Sin embargo, los

estudiantes no necesitan conocer la definicién de estos tres términos para completar esta leccién.

. Circle Patterns +
(For Desmos) | 45-60 minutos | Practica (CE) atical Education

In this activity, students notice similarities and differences in a set of circles. They use this information to practice writing equations of circles that

extend a given pattern or match a given set of conditions.

W™ Des-Patterns ' H

il Prs] e




Pueden ser interesantes:
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Includes 81 Cards and instructions



Pueden ser interesantes:

9. (Cudntas esferas hacen falta para equilibrar la tercera balanza?

: = FRURY

https://sites.google.com/site/oma2eso/inicio

Problema 3. El tridngulo de Sierpinsky

Fijate en la siguiente sucesion. Cada vez, se afiade un tridngulo negro en el centro

de cada triangulo blanco. ;Podrias completar la tabla?

NIVEL O | NIVEL 1 | NIVEL 2 | NIVEL 3 | NIVEL 4 | NIVEL 5
5 ptos) (5 ptus)
Triangulos blancos 1 3 9 27
Triangulos negros 0 1 4 13
interiores




Pueden ser interesantes:

https://sites.google.com/site/oma2eso/inicio o




Pueden ser interesantes:

De la aritmética al algebra

Comunidad de docentes interesados
en el enfoque didactico de
introduccion escolar del numero
entero en un entorno algebraico
(tesis de Eva Cid).
https://t.me/+kEdCFT- M2cyYjBk



https://t.me/+kEdCFT-_M2cyYjBk

En el curriculo aragonés:

* Policubos y material manipulativo para seriaciones y patrones
* Balanza numeérica

 Maquina de cambiar

* Enlaces web a nrich, visualpattern y blog de donsteward

o™ , *
f?'(' < SR
‘.,\ :

Bl | as

Fuente: Alsina y Bosch (2024)

En Alsina (2019):

e Recursos ludico-manipulativos (geomosaicos, dominoé de diferencias,...)
* Recursos literarios (Fibonacci, El diablo de los nimeros,...)
e Recursos tecnologicos (calculadora, scratch y applets de illuminations, nlvm,...)



Para mas materiales, consultar:

Alsina, A., & Bosch, E. (2024). Algebra en infantil y primaria: Diez materiales
manipulativos esenciales para desarrollar el sentido algebraico. TANGRAM -
Revista De Educagcado Matematica, 7(3), 2—31.
https://doi.org/10.30612/tangram.v7i3.18851



https://doi.org/10.30612/tangram.v7i3.18851

Sesidon “Sentido algebraico”

Bibliografia para profundizar en la didactica del sentido algebraico.



Bibliografia

Itinerarios didacticos para
la ensefianza de las matematicas
(6-12 afios)

Angcl Alsina

Aprender a ensefiar
matematicas
en la educacién

Aprendizaje
y ensefanza
de las
matematicas

Ceciia Calvo Pesce  Jordi Deulofeu Piquet
Joan Joreiio Ruiz  Loura Morera Ubeda

PROBLEMAS

PARA PENSAR
en MATEMATICAS

1° DE £SO

Aportaciones
al desarrollo
del curriculo
desde la investigacion
en educaciodn
matematica

DINAMICAS
DE EQUIPO

GREGORTO MORALES ORDOREZ
JOSE IGNACIO UBEDA GARCIA

PROLOGO DE PETER LILJEDAHL

E D)

secundaria obligatoria

| -
e}

El lenguaje de

funciones y graficas

ICME-13 Topical Surveys

Carolyn Kieran
JeongSuk Pang
Deborah Schifter
Swee Fong Ng

Early Algebra

Research into its Nature, its Learning,
its Teaching

@ Springer Open

Ministerio de Educacion y Ciencia
Centro de Publicacione:
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