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Hoy tenemos:
PARTE 1:

• Modelo de VH de desarrollo del pensamiento geométrico.

• Cuestiones sobre el Teorema de Pitágoras.

• Modelo VH vs. libro de texto:
• Orden en los contenidos a trabajar.
• Metodología.
• ¿Qué falta cuando usamos un libro de texto?

• Práctica: Elaboración de una secuencia bajo VH “reciclando” un libro de texto.

PARTE 2:

• ¿Cómo integrar GGB en la UD?
• Libros y Lecciones
• Preguntas

• Taller GeoGebra para el razonamiento:
• Triángulos y ejemplos
• Conjetura + argumentación
• Definir es argumentar



Modelo de VH de desarrollo del 
pensamiento geométrico
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Definición?

¿Cómo se puede definir una cosa antes de 
saber lo que hay que definir?

La mayoría de las definiciones no son 
preconcebidas, sino el toque final de la 

actividad organizadora.

No hay que privar al niño de este privilegio...

Hans Freudenthal
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PROPUESTA DE LOS 

VAN HIELE

Es posible encontrar diferentes

niveles de perfección en el

razonamiento de los

estudiantes en Geometría.

Un estudiante sólo podrá

comprender realmente cuando

el profesor le enseñe a su nivel

de razonamiento.

No se puede enseñar a una

persona a razonar de una

determinada forma en abstracto,

sólo se aprende a razonar

mediante la propia experiencia.

Los profesores deben tener en
consideración la capacidad de
razonamiento de sus alumnos
al decidir la forma y el rigor de
sus cIases.
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NIVEL 1

Reconocimiento/Visualización

NIVEL 2 

Análisis

NIVEL 4 

Deducción formal

NIVEL 5 

Rigor

NIVEL 3 

Clasificación/deducción informal
Niveles de Razonamiento
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NIVEL 1: RECONOCIMIENTO/VISUALIZACIÓN
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• Una figura geométrica es vista

como un todo desprovisto de

componentes o atributos.

• Se reconocen por sus formas

visibles, no se reconocen las

partes y no se explicitan sus

propiedades determinantes.

NIVEL 1: RECONOCIMIENTO/VISUALIZACIÓN
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a) Percepción global de las figuras: en las descripciones se 
incluyen atributos de tipo físico irrelevantes.

b) Percepción individual de las figuras: cada figura es 
considerada como un objeto, independiente de otras figuras de la 
misma clase.

c) Uso de propiedades imprecisas para identificar, comparar, 
ordenar, o caracterizar figuras.

d) Aprendizaje de un vocabulario matemático básico.

e) No se suelen reconocer explícitamente las partes que componen 
las figuras ni sus propiedades matemáticas.

Nivel 1 - Resumen
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NIVEL 2: ANÁLISIS
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NIVEL 2: ANÁLISIS



13

NIVEL 2: ANÁLISIS
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Ejemplo de actividad de nivel 2

Dada una serie de paralelogramos los estudiantes
podrían, "coloreando" los ángulos iguales,
"establecer" que los ángulos opuestos de un
paralelogramo son iguales.

Después de usar varios ejemplos de este tipo, podrían
hacer generalizaciones para todos los
paralelogramos.
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En cada caso, marca con el mismo color los ángulos que sean iguales.

Explica en cada caso cuántos ángulos hay de cada color y dónde están.

Dos rectas que se cortan
Dos rectas paralelas que se 

cortan con una transversal

Si dos rectas son paralelas, se forman muchos ángulos iguales
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Nivel 2 - Resumen

a) Las figuras geométricas están formadas por partes y están dotadas de
propiedades matemáticas.

b) La definición de un concepto consiste en el recitado de una lista de
propiedades, (con redundancias y omisiones).

e) No se relacionan diferentes propiedades de una figura entre sí o con las de
otras figuras. No se establecen clasificaciones a partir de relaciones entre
propiedades.

d) La deducción de propiedades se hace mediante experimentación. Se
generalizan dichas propiedades a todas las figuras de la misma familia.

e) La demostración de una propiedad se realiza mediante su comprobación
en uno o pocos casos.
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NIVEL 3: DEDUCCIÓN INFORMAL

Se pueden establecer interrelaciones en las figuras y entre figuras,

lo que permite deducir propiedades de una figura y reconocer 

clases de figuras,

y entender y reproducir una demostración formal.

Las definiciones 

adquieren significado.

Se entiende la 

inclusión de clases.
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Ejemplo de nivel 3

• En un cuadrilátero, para que los lados opuestos sean 

paralelos, es necesario que los ángulos opuestos sean 

iguales 

• Entre figuras: un cuadrado es un rectángulo porque tiene 

todas sus propiedades

• Podríamos trabajar clasificaciones “relajando” condiciones.
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Nivel 3 - Resumen

a) Capacidad para relacionar propiedades de una figura entre sí o con las
de otras figuras.

b) Comprensión de lo que es una definición matemática y sus requisitos.
Se definen correctamente conceptos y familias de figuras.

c) La demostración de una propiedad se basa en la justificación general
de su veracidad, para lo cual se usan razonamientos deductivos
informales.

d) Comprensión de los pasos de una demostración explicada por el
profesor. Capacidad para repetir tal demostración, no para realizar una
demostración completa.
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a) Capacidad para comprender y desarrollar demostraciones mediante
razonamientos deductivos formales. Capacidad para adquirir una visión
global de las demostraciones.

b) Aceptación de la posibilidad de demostrar un resultado de diferentes
formas o a partir de distintas premisas.

c) Aceptación de la existencia de definiciones equivalentes de un
concepto y uso indistinto de ellas.

d) Capacidad para comprender la estructura axiomática de las
matemáticas: Significado y uso de axiomas, definiciones, teoremas,
términos no definidos, etc.

Nivel 4 - Resumen
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Propiedades del Modelo de VH:

Secuencialidad: Los estudiantes pasan secuencialmente por los 
sucesivos niveles.
Instrucción: El avance entre niveles depende de la instrucción 
más que de la edad.
Explícito/Implícito: Los objetos implícitos en un nivel se 
explicitan en el siguiente.
Lingüístico: Cada nivel tiene vocabulario, símbolos y relaciones 
específicos.
Desajuste: El nivel del estudiante y de la instrucción deben ser el 
mismo. 
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1
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Propiedades:

Secuencialidad-Progresividad-

Explícito/Implícito-Lingüístico-Desajuste



Fases de enseñanza de Van Hiele

ORIENTACIÓN
DIRIGIDA

EXPLICACIÓN

ORIENTACION LIBRE

INTEGRACIÓN

INFORMACIONFase 1

Fase 2

Fase 4

Fase 5

Fase 3

El profesor valora el razonamiento de sus estudiantes y 
decide cómo avanzar. Los estudiantes desarrollan 
vocabulario y recuerdan conocimientos previos.

Los estudiantes trabajan en tareas dirigidas. Tareas cerradas 
pero no repetitivas que contribuyen a incrementar la 
comprensión y realizar conexiones entre conceptos.

Los estudiantes discuten sobre sus descubrimientos entre 
ellos. El profesor modera/guía/conduce la discusión.

Los estudiantes resuelven retos más complejos y 
descubren sus propias vías de completar cada tarea.

Los estudiantes  resumen lo que han aprendido 
obteniendo un panorama del objeto de que se trate.

La enseñanza desarrollada así promueve la adquisición de un nivel superior 

de razonamiento más que la edad o la madurez intelectual del alumno.



FASES DE ENSEÑANZA

FASE 1: DIAGNÓSTICO / 

INFORMACIÓN

a) ¿Cuál es el conocimiento previo?

b) ¿Qué vamos a estudiar? – Vocabulario.

FASE 2: ORIENTACIÓN 

DIRIGIDA

a) Trabajo con materiales.

b) Cuestiones breves, sin ambigüedad y secuenciadas.

FASE 3: EXPLICITACIÓN –

FASE TRANSVERSAL

a) Intercambio de experiencias entre alumnos.

b) Se explicita el sistema de relaciones entre los conceptos.

FASE 4: ORIENTACIÓN 

LIBRE

a) Tareas abiertas, más largas, con varias formas de resolución o con 

varias soluciones posibles.

b) No son ejercicios de “aplicación”

FASE 5: INTEGRACIÓN
a) Poner en orden lo explicado. Síntesis.

b) El alumno adquiere una visión general de todo lo visto.



Cuestiones de enseñanza-aprendizaje del TP

2º ESO

3º ESO



Cuestiones de enseñanza-aprendizaje del TP

• Los libros de texto presentan:
• directamente el enunciado del teorema, junto con la fórmula.

• Después una demostración geométrica con áreas.

• En ocasiones, el recíproco: distinguir tipos de triángulos según el cumplimiento o no del Teorema.

• Finalmente, los libros incluyen aplicaciones del teorema para calcular distancias desconocidas.

• El alumnado en la mayoría de las ocasiones tiene una comprensión 
parcial del Teorema que se limita a la fórmula y a su aplicación.

• La comprensión no incluye la doble implicación del teorema de 
Pitágoras entre tipo de triángulo y relación métrica.



Cuestiones de enseñanza-aprendizaje del TP

• Dar la interpretación geométrica, viendo que en los triángulos 
obtusángulos o acutángulos también aparece un “Teorema de 
Pitágoras” con desigualdades, transmite que los resultados 
matemáticos surgen de la exploración sistemática de situaciones 
más que de la “casualidad”.

• El Teorema de Pitágoras extendido o generalizado tiene la utilidad de 
conectar con la semejanza de un modo natural. 



Cuestiones de enseñanza-aprendizaje del TP

• Este Teorema es muy rico y puede aprovecharse también para 
trabajar una idea intuitiva de demostración, son particularmente 
interesantes las demostraciones de Bhaskara y Perigal.

• Para introducir las ideas de conjetura y prueba, pueden tener mayor 
interés didáctico las demostraciones geométricas que las analíticas, 
ya que las primeras resultan más accesibles (Cañadas, 2010)

• Los conceptos matemáticos no han de confundirse con una única 
representación

• ni con los procedimientos asociados a estos. (Troyano y Flores, 2016)  

http://www.juanbragado.es/ficheros/Geogebra/Teorema%20de%20Pitagoras.%20Perigal%20y%20Bhaskara.html#:~:text=Se%20traza%20una%20recta%20paralela,cuadrado%20contruido%20sobre%20la%20hipotenusa.%22


https://www.matematicasonline.es/segundoeso/ejercicios/Pitagoras-cuadernillo.pdf

https://www.matematicasonline.es/segundoeso/ejercicios/Pitagoras-cuadernillo.pdf










Fase 1: Introd./investigación 
para conocer más los triángulos 

rectángulos.

CE1/CE2/CE3 … CE6

Fase 2: Actividades guiadas para preparar 
la aparición de pequeñas conclusiones 

sobre coincidencia de áreas.

CE1/CE4/CE9

Fase 3: Actividades que provoquen el 
intercambio de información y la discusión 

entre los estudiantes y con el profesor.

CE3/CE7/CE8/CE10

Fase 4: Actividades abiertas que 
fomenten la investigación.

CE1/CE3/CE5/CE6/CE7/CE10

Fase 5: Actividades para 
aclarar los resultados.

CE5, CE7, CE6



FASE 1

• Dibujar diferentes triángulos: acutángulos, obtusángulos y 
rectángulos en papel cuadriculado.

• Repasar la clasificación de triángulos.

• ¿cuánto suman los ángulos interiores de un triángulo?

• ¿Por qué? ¿Necesitas argumentarlo? -> Hacer surgir la 
necesidad de convencer a los demás.

• En esta unidad (y en todas), se trata de argumentar. También 
hay que introducir que es normativo hacerlo y qué 
herramientas son válidas: recortables, GeoGebra, fórmulas…

• ¿Es necesario repasar la fórmula del área de un cuadrado? 
¿otras áreas?

CE1

CE3



FASE 1

¿Cómo calculamos las 
áreas? Encapsulado y 
descomposición.

CE1

CE2



FASE 2: Medición de áreas y longitudes.

Basado en Troyano y Flores (2016)

Idea: en unos 
se empieza 

por el lado y 
en otros por 

el área

CE4



FASE 3: Elaboración/comunicación de conjeturas.

Ejercicio 2: Entre tu pareja y tú, debéis
expresar con vuestras palabras lo que
observáis en la tabla anterior. (Debéis
buscar la relación que hay entre las
áreas de los cuadrados construidos
sobre los lados de los triángulos.)

CE3 3.1

Idea:
relacionar 
con el tipo 

de triángulo

Idea: mirar 
los números 
junto con las 

figuras

Idea:
trabajar por 

separado 
cada tipo de 

triángulo

Idea:
analizar 

primero los 
triángulos 

rectángulos

CE7 7.1

CE8 8.1



FASE 3: Comprobación de una conjetura

CE3 3.3

• Comprobar con GGB lo observado.

• Pedir construir una lista de ejemplos para convencer a 
los demás. “no tenemos tiempo para crear todos”

• Preguntas que generen debate en Fases 2 y 4



FASE 3: 2 posibles redacciones
• SOLO Cuando la suma de

las áreas de los cuadrados
pequeños coincide con el
área del cuadrado grande,
el triángulo es rectángulo.

• SOLO Cuando el triángulo
es rectángulo, la suma de
las áreas de los cuadrados
pequeños coincide con el
área del cuadrado grande.

Idea:
¿Estamos 
diciendo 

lo 
mismo?



FASE 2

Troyano y Flores (2016)

CE1



FASE 4:  Acercamiento a la demostración del 
Teorema de Pitágoras.
• Construye en papel las dos distribuciones de los triángulos en el cuadrado y 

recorta las piezas.
• Manipula el applet.
• Empleando lo que observas tanto en papel como en el applet, elabora un 

informe que explique qué está pasando. ¿Qué triángulos aparecen? ¿Qué 
puedes decir de los cuadrados? ¿Y de sus áreas?

CE3 3.1/3



FASE 4: Iniciación a la generalización

Investigar qué pasa si lo que se 
construye sobre cada lado es 
un polígono regular cualquiera.

CE3



FASE 4: Conectar con la expresión algebraica

CE5



FASE 4: Conectar con la expresión algebraica

CE5



FASE 4: Conexiones
• En ocasiones (solo cuando a, b y c 

son las longitudes de tres segmentos 
que forman un t. rectángulo), ocurre 
que a2+b2=c2 

• Si a, b y c son números enteros (sin 
decimales), se les llama terna 
pitagórica. Ejemplos: 

• 6, 8 y 10 porque 62+82=102 

• 10, 24 y 26 porque 102+242=262 

• Encuentra otras ternas pitagóricas 
relacionadas con las  anteriores. 

• Dibuja los triángulos 
correspondientes y encuentra qué 
elementos coinciden entre ellos.

CE5



FASE 5: Integración y conexión con semejanza

• Se reparten varias copias de varios cuadrados de diferentes lados 
(3,4,5,6,7,8,9 y 10) y se pide construir triángulos con ellos: dos rectángulos, 
dos acutángulos y dos obtusángulos. 

• Se pide comparar los dos t. rectángulos y sacar conclusiones:
• Respecto de las áreas de los cuadrados de forma verbal y como fórmula.
• Respecto de los dos triángulos rectángulos.

• Si un triángulo es rectángulo, los que son semejantes a él lo son también.
• Cada terna pitagórica primitiva genera una familia de ternas proporcionales a ella.

• Las tres figuras que se colocan en cada uno de los tres catetos, deben ser 
semejantes para que las sumas de las áreas coincidan.

• Esas tres figuras pueden ser regulares o irregulares, incluso curvas.

CE5 CE7



Taller de GeoGebra

• Uso de GeoGebra para inducir 
propiedades a través del uso de ejemplos.

• Uso de GeoGebra para apoyar procesos 
de argumentación.

• Uso de GeoGebra para apoyar procesos 
de definición.

• https://www.geogebra.org/m/mfnmztv9


