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Hoy tenemos:

PARTE 1:
* Modelo de VH de desarrollo del pensamiento geométrico.
* Cuestiones sobre el Teorema de Pitagoras.

 Modelo VH vs. libro de texto:
* Orden en los contenidos a trabajar.
* Metodologia.
e ¢Queé falta cuando usamos un libro de texto?

* Practica: Elaboracion de una secuencia bajo VH “reciclando” un libro de texto.
PARTE 2:

e ¢Como integrar GGB en la UD?
* Librosy Lecciones
* Preguntas

* Taller GeoGebra para el razonamiento:
e Triangulos y ejemplos
e Conjetura + argumentacion
* Definir es argumentar




Modelo de VH de desarrollo del
pensamiento geometrico



Reflexion previa

“I...] la explicacion de numerosas incongruencias y errores
reiterados por parte de los estudiantes, [...], se encuentra en
una incomprension entre profesores y alumnos, los cuales
hablan y razonan en diversos niveles.” (Jaime, 1995)

Niveles de razonamiento geomeétrico de van Hiele




Definicion?

;. Como se puede definir una cosa antes de
saber lo que hay que definir?

La mayoria de las definiciones no son
preconcebidas, sino el toque final de la
actividad organizadora.

No hay que privar al nino de este privilegio...

Hans Freudenthal




Es posible encontrar diferentes
niveles de perfeccidbn en el
razonamiento de los
estudiantes en Geometria.

Un estudiante sélo podra
comprender realmente cuando
el profesor le enseiie a su nivel
de razonamiento.

PROPUESTA DE LOS
VAN HIELE
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No se puede ensenar a una
persona a razonar de una
determinada forma en abstracto,
s6lo se aprende a razonar
mediante la propia experiencia.

Los profesores deben tener en
consideracion la capacidad de
razonamiento de sus alumnos
al decidir la forma y el rigor de
sus clases.




NIVEL 1
Reconocimiento/Visualizacion

NIVEL 3
Clasificacion/deduccion informal

_ |l|| “V




NIVEL 1: RECONOCIMIENTO/VISUALIZACION

Nivel 1 (reconocimiento): La consideracion de los conceptos es global.
No se tienen en cuenta elementos ni propiedades.

* Se pueden incluir atributos
gue no son caracteristicos del
concepto en cuestion.

Fig 4. Todos tienen un lado horizontal.

* La consideracion global del
concepto puede no incluir
propiedades fundamentales.

Fig 5. Se identifican como triangulos.




NIVEL 1: RECONOCIMIENTO/VISUALIZACION

« Una figura geomeétrica es Vvista
como un todo desprovisto de
componentes o atributos.

« Se reconocen por sus formas

visibles, no se reconocen las
partes y no se explicitan sus
propiedades determinantes.




Nivel 1 - Resumen

a) Percepcion global de las figuras: en las descripciones se
incluyen atributos de tipo fisico irrelevantes.

b) Percepcion individual de las figuras: cada figura es
considerada como un objeto, independiente de otras figuras de la
misma clase.

¢) Uso de propiedades imprecisas para identificar, comparar,
ordenar, o caracterizar figuras.

d) Aprendizaje de un vocabulario matematico basico.

e) No se suelen reconocer explicitamente las partes que componen
las figuras ni sus propiedades matematicas.
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NIVEL 2: ANALISIS

Nivel 2 (analisis): Los conceptos se entienden y manejan a través de
sus elementos. Se identifican y generalizan propiedades de dicho
concepto pero no se establecen relaciones entre ellas.

32° 449

Demostracion: Se entiende _ | s 1050
como comprobacion de unos
POCOS Casos.

3204 589490°=180° 31°+44°+105%°=180
age
580 31%y

Fig 6. Demostracion de nivel 2.
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NIVEL 2: ANALISIS

Definicion: Para definir un concepto se dan una lista de propiedades.

En ocasiones se omiten propiedades En ocasiones se dan mas propiedades de
necesarias las suficientes
Rectdngulo Rectdngulo
“paralelogramo con dos lados més “paralelogramo con lados iguales dos a dos,
largos que los otros dos” angulos rectos, dos diagonales iguales, dos

ejes de simetria, ... ”
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NIVEL 2: ANALISIS

Clasificacion: |las clasificaciones en este nivel son disjuntas.

Equilatero

Triadngulos

13



Ejemplo de actividad de nivel 2

Dada una serie de paralelogramos los estudiantes
podrian, "coloreando"” los angulos iguales,
"establecer" que los angulos opuestos de un
paralelogramo son iguales.

Despues de usar varios ejemplos de este tipo, podrian
hacer generalizaciones para todos los
paralelogramos.
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Si dos rectas son paralelas, se forman muchos angulos iguales

Dos rectas paralelas que se
cortan con una transversal

Dos rectas que se cortan ‘

En cada caso, marca con el mismo color los angulos que sean iguales.
Explica en cada caso cuantos angulos hay de cada color y donde estan.

15



Nivel 2 - Resumen

a) Las figuras geometricas estan formadas por partes y estan dotadas de
propiedades matematicas.

b) La definicion de un concepto consiste en el recitado de una lista de
propiedades, (con redundancias y omisiones).

e) No se relacionan diferentes propiedades de una figura entre si o con las de
otras figuras. No se establecen clasificaciones a partir de relaciones entre
propiedades.

d) La deduccion de propiedades se hace mediante experimentacion. Se
generalizan dichas propiedades a todas las figuras de la misma familia.

e) La demostracion de una propiedad se realiza mediante su comprobacion
en uno 0 POCos Casos.
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NIVEL 3: DEDUCCION INFORMAL

Se pueden establecer interrelaciones en las figuras y entre figuras,

lo que permite deducir propiedades de una figura y reconocer
clases de figuras,

y entender y reproducir una demostracion formal.

Las definiciones Se entiende la
adquieren significado.  inclusion de clases.
[\ Y
“cuadrildtero con todos sus lados I\\ I Rombos /’;

iguales”

18



Ejemplo de nivel 3

 En un cuadrilatero, para que los lados opuestos sean
paralelos, es necesario que los angulos opuestos sean
iguales

« Entre figuras: un cuadrado es un rectangulo porque tiene
todas sus propiedades

« Podriamos trabajar clasificaciones “relajando” condiciones.

19



Nivel 3 - Resumen

a) Capacidad para relacionar propiedades de una figura entre si o con las
de otras figuras.

b) Comprension de lo que es una definicion matematica y sus requisitos.
Se definen correctamente conceptos y familias de figuras.

c) La demostracion de una propiedad se basa en la justificacion general
de su veracidad, para lo cual se usan razonamientos deductivos
informales.

d) Comprension de los pasos de una demostracion explicada por el
profesor. Capacidad para repetir tal demostracion, no para realizar una
demostracion completa.
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Nivel 4 - Resumen

a) Capacidad para comprender y desarrollar demostraciones mediante
razonamientos deductivos formales. Capacidad para adquirir una vision
global de las demostraciones.

b) Aceptacion de la posibilidad de demostrar un resultado de diferentes
formas o a partir de distintas premisas.

c) Aceptacion de la existencia de definiciones equivalentes de un
concepto y uso indistinto de ellas.

d) Capacidad para comprender la estructura axiomatica de las
matematicas: Significado y uso de axiomas, definiciones, teoremas,
términos no definidos, etc.
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Propiedades del Modelo de VH:

Secuencialidad: Los estudiantes pasan secuencialmente por los
sucesivos niveles.

Instruccion: El avance entre niveles depende de la instruccion
mas que de la edad.

Explicito/Implicito: Los objetos implicitos en un nivel se
explicitan en el siguiente.

Lingiiistico: Cada nivel tiene vocabulario, simbolos y relaciones
especificos.

Desajuste: El nivel del estudiante y de la instruccion deben ser el
mismo.

22



Propiedades:
Secuencialidad-Progresividad-
Explicito/Implicito-Linguistico-Desajuste

ELEMENTOS EXPLICITOS ELEMENTOS IMPLICITOS

Figuras y objetos Partes y propiedades de las figuras y

/ objetos
Partes y propiedades de la Implicaciones entre propiedades de

figuras v objetos / figuras y objetos
Implicaciones entre propiedad®s Deduccion formal de teoremas

T de figuras v objetos /
Deduccion formal de teorema¥ | Relacion entre los teoremas (sistemas

axiomarticos)




Fases de enseffanza de Van Hiele

El profesor valora el razonamiento de sus estudiantes y
decide cdmo avanzar. Los estudiantes desarrollan
vocabulario y recuerdan conocimientos previos.

Los estudiantes trabajan en tareas dirigidas. Tareas cerradas
pero no repetitivas que contribuyen a incrementar la
comprension y realizar conexiones entre conceptos.

Fase 1 INFORMACION

Fase 2

Los estudiantes discuten sobre sus descubrimientos entre

ellos. El profesor modera/guia/conduce la discusion. Fase 3
Los estudiantes resuelven retos mas complejos y
descubren sus propias vias de completar cada tarea. Fase 4 ORIENTACION LIBRE ‘
Los estudiantes resumen lo que han aprendido Fase 5 4
obteniendo un panorama del objeto de que se trate. INTEGRACION

La ensenanza desarrollada asi promueve la adquisicion de un nivel superior
de razonamiento mas que la edad o la madurez intelectual del alumno.



FASES DE ENSENANZA

FASE 1: DIAGNOSTICO /

INFORMACION

a) Trabajo con materiales.
b) Cuestiones breves, sin ambiguedad y secuenciadas.

FASE 3: EXPLICITACION —
FASE TRANSVERSAL

FASE 4: ORIENTACION
LIBRE

a) Poner en orden lo explicado. Sintesis.
b) El alumno adquiere una vision general de todo lo visto.




Cuestiones de ensenanza-aprendizaje del TP

22 ESO

B.2. Medicion:

- Longitudes de forma indirecta
mediante el teorema de Thales y de
Pitagoras, areas y volumenes en
figuras planas y tridimensionales:
deduccion, interpretacion y
aplicacion de férmulas.

- Representaciones planas de objetos
tridimensionales en la visualizacion y
resolucion de problemas de areas.

- Representaciones de objetos
geomeétricos con propiedades fijadas.

C.1. Figuras geomeétricas de dos y
tres dimensiones:

- Figuras geométricas planasy
tridimensionales: descripciony
clasificacion de en funcion de sus
propiedades o caracteristicas.

- Relaciones geomeétricas como la
congruencia, la semejanza vy la
relacidn pitagodrica en figuras planas
y tridimensionales.: identificacion y
aplicacion.

- Construccion de figuras
geomeétricas  con herramientas
manipulativas y digitales (programas
de geometria dinamica, realidad
aumentada...)
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C.1. Figuras geométricas de dos y
tres dimensiones:

- Figuras geomeétricas planas y
tridimensionales: descripciony
clasificacion de en funcion de sus
propiedades o caracteristicas.

- Relaciones geométricas como la
congruencia, la semejanzay la
relacion pitagdrica en figuras planasy
tridimensionales.: identificacidon y
aplicacion.

- Construccion de figuras geométricas
con herramientas manipulativasy
digitales (programas de geometria
dinamica, realidad aumentada...)




Cuestiones de ensefianza-aprendizaje del TP

* Los libros de texto presentan:

* directamente el enunciado del teorema, junto con la formula.
* Después una demostracion geométrica con areas.

* En ocasiones, el reciproco: distinguir tipos de triangulos segun el cumplimiento o no del Teorema.
* Finalmente, los libros incluyen aplicaciones del teorema para calcular distancias desconocidas.

* El alumnado en |la mayoria de las ocasiones tiene una comprension
parcial del Teorema que se limita a la formula y a su aplicacion.

* La comprension no incluye la doble implicacidon del teorema de
Pitagoras entre tipo de triangulo y relacion métrica.



Cuestiones de ensefianza-aprendizaje del TP

* Dar la interpretacion geométrica, viendo que en los triangulos
obtusangulos o acutangulos también aparece un “Teorema de
Pitagoras” con desigualdades, transmite que los resultados
matematicos surgen de la exploracidn sistematica de situaciones
mas que de la “casualidad”.

* El Teorema de Pitagoras extendido o generalizado tiene la utilidad de
conectar con la semejanza de un modo natural.



Cuestiones de ensefianza-aprendizaje del TP

* Este Teorema es muy rico y puede aprovecharse también para
trabajar una idea intuitiva de demostracion, son particularmente
interesantes las demostraciones de Bhaskara y Perigal.

* Para introducir las ideas de conjetura y prueba, pueden tener mayor
interés didactico las demostraciones geométricas que las analiticas,
ya que las primeras resultan mas accesibles (Canadas, 2010)

* Los conceptos matematicos no han de confundirse con una unica
representacion

* ni con los procedimientos asociados a estos. (Troyano y Flores, 2016)


http://www.juanbragado.es/ficheros/Geogebra/Teorema%20de%20Pitagoras.%20Perigal%20y%20Bhaskara.html#:~:text=Se%20traza%20una%20recta%20paralela,cuadrado%20contruido%20sobre%20la%20hipotenusa.%22

RESUMEN DE OBJETIVOS

1. Comprobacion del teorema de Pitagoras.

4. Calculo de longitudes y distancias en el plano.

Scm ¢ Conocer el teorema de Pitdgoras y saber sobre gqué dpe de
[ ] tridngulos se puede aplicar.
12cm
[ ]
12em + Determinar si una terna de medidas construye o no un triingulo
3 ] rectangulo, obtusangulo o acutangulo.

& Saber utilizar las acotaciones de los ejes cartesianos para conocer
= directamente medidas horizontales y verticales que permitan
f calcular la medida de segmentos oblicuos.

2. Cilculo de un lado en un riangulo rectangulo,

5. Calculo de longitudes en un cuerpo.

# Saber utilizar el teorema de Pitdgoras para calcular el cateto o la
hipotenusa de un tridngulo rectingulo en el que conocemos dos de

130m sus lados.

120m —

« Saber determinar trianpgulos rectingulos en distntos cuerpos del
o espacio para caleular, a trawés de Pitdgoras, ciertas medidas
¥ dcm desconocidas asociadas a esos cuerpos.

-
: /f::;f' % % cm

3. Calculo de longitudes en una figura plana.

6. Ecuaciones asociadas al teorema de Pitagoras.

Y # Saber determinar tridngulos rectanpulos en distintas fipuras del
planc para calcular, a trawvés de Pitigoras, ciertas medidas
desconocidas, asocladas a las figuras.

= Saber plantear y resolver ecuaciones asociadas a un tridngulo
rectangulo, aplicando adecuadamente ¢l teorema de pitiporas.

https://www.matematicasonline.es/segundoeso/ejercicios/Pitagoras-cuadernillo.pdf



https://www.matematicasonline.es/segundoeso/ejercicios/Pitagoras-cuadernillo.pdf
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Es deir:

Lo suma de los dreas de los cundradas construides sobre los |u-_
dos meneres es igual ol drea del cuadrads construids sabre &l

lada meyar.

Esono ocurre en los tridngulos que no son rectingulos.

Este otra miangulo es obtusingulo,

FH-

La suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los
lados pequeiios es menor que el drea del cuadrado construi

do sobre el lado mayor.

Este triangulo es acutingulo.

La suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre
los lados pequenos es mayor que el drea del cuadrado

B3 MENOT fue

(=1
mayor
que

construido sobre el lado mayor.

Vamos a resumir los resultados de la pigina
anterior.

En un tridngulo rectingulo, los lados menor
son los que forman el dngulo recro, Se lamar
catetos. El lado mayor se llama hipotenusa,

by ¢ son los catetos,

a es la hipotenusa.

El tearamia de Pitagoros dice que:

al=blect

El érea del cuadrad ida schre la hif
dos construidos sobre los catetos.

¥ esto s verdad solamente si el ridngulo es rectingulo.

esigual o lo suma de las dreas de los cuadra-

Ara Ver que €5 cierto que siempre que el ridngulo es rectingulo ocurre esto, observa
ste curioso puzzle:

h <
Phserva que los dos cuadrados grandes son iguales. 5i a cada uno de ellos le suprimimos
uatro riangulos iguales de lados &, &y o queda:

2 en el primero, b2+ ¢ en el segundo.
or lo tanto, ha de ser a2= 42 + (2

De un wridngulo sabemos que es rectidngulo y conocemos los dos
catetos,
Entonces, podemos caleular la hipotenusa: g
a¥ =44 2
Coneciendo & se puede calcular a.

Para sostener un poste de 2 w de lto o sujetamos con wna cuerda sitvada a 3,5 m de la base del
fpaste. ¢ Cudl es b longitud, §, de la cuerda?

2=22 4 352 =44 19,952 16,95

Si 1% = 16,25, entonces [=,/ 16,25

i=4m (con calculadora obtenemos (= 4,03 m).

Solucidn: La cuerda mide 4 m aproximadamente.

De un nidngulo sabemos que s rectingulo v cono-
o cemos la hipotenusa y un cateto,
b Entonces, podemos calcular el otro cateto:
a= b2 40?5 2T pR

Conociendo ¢ se puede caleular ¢
——

La cuerda deuna comete mide 85 m. Esta se encuentra volando sobre une caseta quie estd a 63 m

de Lucin, 3 qué altura sobre el suslo se mcuentra la
comein

B+ 632 = 832

= B5? - 632 = 7995 _ 3 060 = 3956
h=3256 =5Tm

_'X Solscidn: Laaltura a la que estd la comera es

h=57

Ti482=494+64=113
102=100

} Compara y decide. Despuis, constripelo y compeuebe,

*u Pare averiguer si e fidngulo de lodos 7 cm, 8 cm y 10 cm es rectingulo, acutingule u chhuséngula
sin necesidad de construirlo, procede del siguisnte made:

Hoz o misma con ol ol do s 5, 12 13. 8% Hos b miso con l i s 6, B 11

&r Dibuja en un popel aparte un cundrade come los de arribo, de lode b+ c. Recortalo.
Dibuja cuatro triangulitos rectangulas igua-
les, de lodos o, b y ¢ Recérlalos.
Sitvando los triongulites sobre el cuadrade
de una forma u otra, podrés reproducir los
des composiciones que se dan arriba. Se de-
mwestro, asi, el teorema de Pitdgoras.

o bien

Side un widngulo conocemos Ins lados, pero ignoramos
sl es 0 no rectingulo, podemos averiguarlo.
Para ello, comprobaremos si el cuadrado del Tado mayor

es 0 no igual a la suma de los cuadrados de los dos me-
nores. <

Hace mis de 3000 afios, los egipeios utilizaban el siguiente artilugio para construir

angi-
los rectos:

En una cuerda, mediante nudos, se sefialan 12 ramaos iguales,
Con unas estacas se tensa la cuerda, de moda que se forme un tridngulo de lados 3, 4 y 5.
Entances, el dngulo en el que confluyen los lados de longitudes 3 v 4 es recto,

Los niimeros 3, 4 y 5, por camplir la relacidn %2 + 42 = 52, se llaman pitagéricos,

Tres nimeros naturales, b, ¢, a, se llaman pitagéricos si cumplen la relocién
b2 + 2= o, Ental caso, son los lados de un Iridngulo recléngulo.

La terna de niimeros pitmgéricos 3,4,5 es la mds conocida. Intenta recordarla,

De ella se obtienen Ficilmente 6, 8, 10; 30,40, 50; 15, 20, 25;...
Otras ternas pitagdricas son:

512,18 =  26+144 =159

815,17 = 644 225=989

- Compruebu que 52 + 122= 132, 3 Comprueba qua 82+ 157= 172

» Ejemplo
4 Som vectdangulas los tridngulos de ladas: a) 17, 11, 20; b 16, 24, 267
a) 172+119=4ml b) 10% + 242 = 100 + 576 = 676

No es rectingulo.
202 = 400 ] J 262 = 676

Si es recringulo,

Construys un riéngulo de lades 5 cm, 12 an .
4 rgls % Construye un fritingulo de ladas 8 em, 15 cm
13 cm y camprueba que e reckingulo ¥ 17 em y compruebo que es reekingulo.
9. Los nimeros 10, 24, 26 forman uno leme pi-
tegérica amparentada con 5, 12, 13 (son el 4

Conslruye dos ternas pitagdricas emparento-
deble). Invenia ofra,

doscon 8, 15,17,




CHAPTER
The Pythagorean
Theorem

.~ OBJECTIVES |

In this chapter you will

= explore the Pythagorean
Theorem, one of the most
important discoveries in
mathematics

= use the Pythagorean
Theorem o calculate the
distance betwesn any
two points

+ Use conjectures related o
the Pythagorean Theorem

In this chapter you wil to sohwe Fq‘n]:jgﬂ'ﬂ.

But serving up an action, suggesting + explore the Pythagorean

the dymamic in the stafic, has become a Theorem, one of the most
- - important discoveries in

hobby of mine . . . . The “flowing” on that en

mationless plane holds my atfention to such a « use the Pythagorean

degree that my preference is to try and make it into Theorem io calculate the

a cycle. distance between any
two paints

M C ESCrER « use conjectures refated to

Waterfal, M. C. Escher, 1061 the Pythagorean Theorem

2002 Cordon Art B. V.—Baam-Holland.
All rights resensed.

e
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The Theorem of
Pythagoras

In a right triangle, the side opposite
) . . : the right angle is called the
Ina right tnangle. the side opposite the -
right angle i3 called the hypotenmse. hypotenuse, bere with length c.
The other two sides are called legs. In
I am not young enough = I3 -
fo know ) the figure at right. @ and b represent the .’/\-5//'\{\ The other two sid:
g lengths of the legs, and ¢ represents the A are legs, here witl
OSCAR WILDE length of the hypotemuse. lengths a and b.
sestion How do you find Loote Jor Tra e
Question S. & hypoteruss ? | dnes lm:{r.g;;) texrton
2 |
[
{
Sl RS
y by,
| L =
FUMEY WINEERBEARN Dy B3t Reprinad with special pemisdon of Korh Amesica SymdeEte

There is a special relationship between the lensths of the legs and the length of the
hypotenuse. This relationship is known today as the Pythagorean Theorem.

The Three Sides of a Right Triangle

The puzzle in this investigation is intended to help you
recall the Pythagorean Theorem It uses a dissection, ‘?
which means you will cut apart one or more y
geometric figures and make the pieces fit into
another figure.

You will need

* srissors

Step 1 Separate the four diagrams on the
worksheet so each person in your
group starts with a different nght
triangle. Each diagram includes a nght T
triangle with a square constructed on each i
side of the triangle. Label the legs a and b #
and the hypotemse ¢. What is the area of

each square in terms of its side?

Step 2 Locate the center of the square on the longer

leg by drawing its diagonals. Label the center &.

Through point O, construct line j perpendicular to the hypotemse and line &
perpendicular to line j. Line & is parallel to the hypotenuse. Lines j and & divid
the square on the longer leg into four parts.

Step 3

478 CHAFTER 9 The Pythagorean Theorsm © 2008 Key Curricy

Step 4

Cut out the square on the shorter leg and the four parts of the square on the
longer leg. Arrange them to exactly cover the square on the hypotemise.

Step S State the Pythagorean Theorem.
The Pythagorean Theorem 81
In a right triangle, the sum of the squares of the lengths of the legs equals 7 |
History

2 2008 Key Curriculum Press

CONNECTION

Pythagoras of Samos {ca 569—475B. C.E),
depicted in thus stame, 15 often descnbed as

“the fivst pure mathematician ™ Samos wes a
principal commercial center of Greece and 15
located on the 1:1and of Sames inthe Aepean
Sea. The ancient town of Samos now hes m
s, as shown in the photo at nght.
Mysteriously, none of Pythagoras's writings still
forunded a mathematical society in Croton, in
what 15 now Italy, whose members discovered metonal mmmbers and the five
regular solids. They proved what 15 now called the Pythagorean Theorem,
although 1t was discovered and used 1000 years earlier by the Chinese and
Babylomans. Some math ustorans belisve that the ancient Ezyptians also
used 2 special case of this property to construct right angles.

A theoremis a conjecture that has been proved. A demonstration, like the one in
the investigation. 15 the first step toward proving the Pythagorean Theorem.

There are more than 200 proofs of the Pythagorean Theorem. Elisha Scott Loonus’s

Pythagorean Fropesition, published in 1927, contains original proofs by Pythagoras,

Euclid, Leonardo da Vinei, and US. President James Garfield. One well-known
proof is included below. You will complete another proof as an exercise.

Paragraph Proof: The Pythagorean Theorem

You can arrange four copies of any right triangle into a square, as shown at left.
Youneed to show that a* + b% equals 2. The area of the entire square is{ a + B
ora®+ 2ab + b The area of each triangle is| i ;Iﬂb, so the sum of the areas of the
four triangles is 2ab. Using subtraction, the area of the quadrilateral in the center is
(@ +2ab+b?) - 2ab, ora®+ b

You now need to show that the quadrilateral in the center is a square with area ¢*.
Youknow that all the sides have length ¢, but you alse need to show that the angles
are right angles. The summ/1 + m22 + m/3 is 180° and the summ. 1 + m 3
15 90° because the third angle in each triangle is a right angle. Using subfraction,
m21is90° so 22 is aright angle. The same logic applies to all four angles of
the quadrilateral. so it is a square with side length ¢ and area ¢ Therefore,

a-+ b° = ¢, which proves the Pythagorean Theorem. W
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Acute riangle

A

L]
of =g

Qbtuse triangle

I7 25

38
172+ 152 < At

EXAMPLE A

™ Selution

EXAMPLE B

» Solution

480 CHAFPTER 9 The Pythagorean Theorsm

The Pythagorean Theorem works for right triangles, but does it work for all
triangles? A quick check demonstrates that it doesn’t hold for other mangles.

atepi=as FEIE T af s bi=us
ef =28 L) ‘r ¢ ms2y
1 t
—
at s et ot =gt at s eyt

[+ Far an interactive version of this sketch, see the Dynamic Geometry Exploration
The Theorem of Pythagoras at  www.keymath.com/DG . «]

Let's look at a few examples to see how you canuse the Pythagorean Theorem to
find the distance between two points.

How high up on the wall will a 20-foot ladder touch 1f the
foot of the ladder is placed 3 feet from the wall?

The ladder is the hypotenuse of a right friangle, so
at ek b= gl

(50 + (hfF = (200 Snbstitnte. L
25 + B = 400 Multiply.
h? = 373 Subtroct 15 from bach sides.

h=375 = 194
The top of the ladder will touch the wall about 19 .4 feet up from the ground.

Take the square rool of vach side,

Notice that the exact answer in Example A is /375, However. this is a practical
application. so youneed to calculate the approximate answer.

Find the area of the rectangular rug if the width
is 12 feet and the diagonal measures 20 feet.

Use the Pythagorean Theorem to find the length
@+ b=

(2 + (LF = (208

144 + 12 = 400
12 =256
L= 7250
L=16

The lengthis 16 feet The area of the rectangle is
12+ 16, or 192 square feet.

& 2008 Key Curmiculum Press



EXERCISES

In Exercises 1-11, find each missing lensth. All measurements are in centimeters. Use the
symbel = for approximate answers and round to the nearest tenth of a centimeter.

1L [ 2. 3
12 . 13 b

9, The base is a circle.

ey
=

10. 11

Second base

N

Herne plate

12. A baseball infleld is a sc&l , each side measuring 90 fzet. To the
nearest foot. what s the stance from home plate to second base?

13. The diagonal of a square measures 32 meters. What is the area of
the square? ()

14. What s the length of the diagonal of a square whose area is 64 cm™?

15. The lengths of the three sades of a right triangle are consecutive
integers. Find them

16. A rectangular garden 6§ meters wide has a diagonal measwring
10 meters. Find the perimeter of the garden.

12008 Key Curriculum Press
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17.

Developing Proof One very famous proof of
the Pythagorean Theorem s by the Hindu
mathematician Bhaskara. It is often called
the “Behold” proof because, as the story
goes, Bhaskara drew the diagram below and Lent tem
offered no verbal argument other than to
exclaim “Behold!™ Use algebra to fill in the
steps, explaining why this diagram proves the A Fem
Pythagorean Theorem.  (jy)

18. Dewveloping Proof Is AABC = M\
Teasonng.

History
CONNECTION

Bhaskara (1114-1185, India) was one of the first mathermaticians to gana

thorough wderstanding of mmber systems and howto sohe equations,
several cennumes before Eawopean mathematicians. He wrote s1x books on

mathematics and astronomy, and led the astronomical observatory at Ujjain

[ Review

19,

482 CHAPTER 9 The Pythagorsan Theorem

. Developing Proof Explain why m + n = 120°.

. Two tugboats are pulling a container ship into the

20. Give the vertex arrangement for the
2-umiform tessellation.

The two quadrilaterals whose areas are
given are squares. Find the area of

the shaded rectangle.

225 am?

Facm-

11. Developing Proof Calculate each lettered angle,
measure. or arc. EF isa diameter;f| and {, are
tangents. Explain how you determined the
measures g and u.

harbor. They are pulling at an angle of 24° between

the tow lines. The vectors shown in the diagram represent
the forces the two tugs are exerting on the container ship.
Copy the vectors and complete the vector parallelogram to
determine the resultant vector force on the container ship.

i3 2008 Key Curriculum Press

Z 7 Explain your

CREATING A GEOMETRY FLIF BOOK

Have you ever fanmed the pages of a flip book and
watched the pictures seem to move? Each page shows
a picture shightly different from the previcus one. Flip
books are basic to ammation technigque. For more
information about flip books, see  www keymath.com/DG

B Co Cod Lol (nd

Thesa five frames start off the photo ssries titled The Horse in Motion by photographer,
innovater, and moticn pictuse pioneer Eadweard Muybridge (1830-1304),

Here are two dissections that you can ammate to demonstrate the Pythagorean Theorem.
(Youused another dissection in the Investigation The Three Sides of a Right Triangle.)

You could also animate these drawings to demonstrate area fornmilas.

7Y £

Choose one of the animations mentioned above and create a flip book that demonstrates
the fornmla. Draw the fimres in the same position on each page so they don’t jump
around when the pages are flipped. Use graph paper or fracing paper to help. A helpful
hint- the smaller the change from picture to picture. and the more pictures there are. the
smoother the motion will be.

Your project should include

» A fimshed flip book that demonstrates a gec
» An explanation of how your flip beok demo

M8 Key Curriculum Press
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Fase 5: Actividades para Fase 1: Introd./investigacion
aclarar los resultados. para conocer mas los triangulos

rectangulos.

CE5, CE7, CE6
CE1/CE2/CE3 ... CE6

Fase 2: Actividades guiadas para preparar
la aparicion de pequeias conclusiones
sobre coincidencia de areas.

CE1/CE4/CE9

Fase 4: Actividades abiertas que
fomenten la investigacion.

CE1/CE3/CE5/CE6/CE7/CE10

Fase 3: Actividades que provoquen el
intercambio de informacidén y la discusidn
entre los estudiantes y con el profesor.

CE3/CE7/CE8/CE10



FASE 1

* Dibujar diferentes triangulos: acutangulos, obtusangulos y
rectangulos en papel cuadriculado.

e Repasar la clasificacion de triangulos.
 icuanto suman los angulos interiores de un triangulo?

* ¢Por qué? ¢Necesitas argumentarlo? -> Hacer surgir la
necesidad de convencer a los demas. CE3

* En esta unidad (y en todas), se trata de argumentar. También
hay que introducir que es normativo hacerlo y qué
herramientas son validas: recortables, GeoGebra, formulas...

* (Es necesario repasar la formula del area de un cuadrado?
iotras areas?

CE1l



CE1l
FASE 1

éCémO CaICU|a mos |aS El area del c.lfadrado interior.es 25 menos
, los cuatro triangulos, es decir 25-12=13
areas? Encapsulado y

descomposicion.

CE2

El area del cuadrado la hallo contando los cuadrados enteros (5)
y anadiendo dos en cada lado que puedo completar moviendo
/ ' los triangulos como en los ejemplos verde y azul: en total, 13 cuadrados




Ejercicio 1: Completa la siguiente tabla:

1 1 /\“\-&_‘_‘
B7as Pi o/
e Fi
4
Vi sl N
i l lL'I. N
. A il ~, A
v Y

11 (11| v V1 Vil Vi |
= Pequeno
=
£ = | Mediano
=n =
g :
- Grande
a Lado
'.E Peque
E
g E Lado
w Mediano
=
=
j:.. Lado
- Grande
Clase Tridngulo
N
/ Ve
< /
/

Basado en Troyano y Flores (2016)

Medicion de areas y longitudes.

CE4

se empieza
por el ladoy
en otros por




FASE 3: Elaboracion/comunicacion de conjeturas.

Ejercicio 1: Completa la siguiente tabla: Ejercicio 2: Entre tu pareja y tl:l, debéis CE3 3.1
expresar con vuestras palabras lo que

g_: Mediano Zz-e M 2

observais en la tabla anterior. (Debéis

buscar la relacion que hay entre las CE77.1
areas de los cuadrados construidos

sobre los lados de los triangulos.) CES 8.1

Idea: mirar
los nuUmeros
junto con las
figuras

Idea:
relacionar
con el tipo

de triangulo

analizar
primero los
trlangulos

trabajar por
separado
cada tipo de




FASE 3: Comprobacion de una conjetura

CE33.3

area azul: 11.7

areaverde: 25

arearoja: 30.3

Suma de las d4d's areas pequefias= 3§.

adrado grande tiene men0Os area que la suma de los otros dos

....................................................................

 Comprobar con GGB |lo observado.

....................................................................

* Pedir construir una lista de ejemplos para convencer a
los demas. “no tenemos tiempo para crear todos”

....................................................................

* Preguntas que generen debate en Fases 2y 4



FASE 3: 2 posibles redacciones

e SOLO Cuando la suma de
las areas de los cuadrados

¢ Estamos

diciendo pequenos coincide con el

area del cuadrado grande,

Pequefio

Mediano

Longitud de
lado

Grande

¥ Y1 Vil VI |

Lado
Pequetio

QZ el triangulo es rectangulo.

Lado
Mediano

sohre

Area de cuadrado

Lado

* SOLO Cuando el triangulo | = |crame

es rectangulo, la suma de [ “ ™"

las areas de los cuadrados
pequenos coincide con el
area del cuadrado grande.



FASE 2

Ejercicio 3: Empleando papel cuadriculado, dibuja cada triangulo, los cuadrados sobre sus
lados y completa la siguiente tabla:
| A . B . C . D

= Cateto Pequefio I 2 C E 1
s~ . 1 | | I

E T | Cateto Mediano 2

-1 ] —

B

3 Hipotenusa 6

k= Cateto Pequefio 36

=

'::I: o Cateto Mediano o4 24

=

o E Hipotenusa 81

=

q

&
e

Clase Trisngulo RECTANGULO = RECTANGULO | RECTANGULO RECTANGULO

Troyano y Flores (2016)



FASE 4: Acercamiento a la demostracion del
Teorema de Pitagoras. CE3 3.1/3

* Construye en papel las dos distribuciones de los triangulos en el cuadrado y
recorta las piezas.

* Manipula el applet.

* Empleando lo que observas tanto en papel como en el applet, elabora un
informe que explique que esta pasando. ¢Que triangulos aparecen? ¢Qué
puedes decir de los cuadrados? ¢Y de sus areas?

G048




FASE 4: Iniciacion a la generalizacion
CE3
Investigar qué pasa si lo que se
construye sobre cada lado es o
un poligono regular cualquiera.




FASE 4: Conectar con la expresion algebraica

CE5

¢ Qué podemos decir del area del cuadrado exterior?
¢ Queé podemos decir del area de los triangulos?
¢ Qué podemos decir del area del cuadrado interior?




FASE 4: Conectar con la expresion algebraica

¢ Qué podemos decir del area del cuadrado exterior? CES
¢ Qué podemos decir del area de los triangulos?
¢ Que podemos decir del area del cuadrado interior?




FASE 4: Conexiones

* En ocasiones (solo cuando a,byc
son las longitudes de tres segmentos
qgue forman un t. rectangulo), ocurre
que a’+b?=c?

* Sia, bycsonnumeros enteros (sin
decimales), se les [lama terna
pitagorica. Ejemplos:

* 6,8y 10 porque 6%+82=107
* 10, 24 y 26 porque 10%+24%=262

* Encuentra otras ternas pitagoricas
relacionadas con las anteriores.

* Dibuja los triangulos
correspondientes y encuentra qué
elementos coinciden entre ellos.

10

b C a’+b? c
8 10 100 100
24 26 676 676



FASE 5: Integracion y conexion con semejanza

* Se reparten varias copias de varios cuadrados de diferentes lados
(3,4,5,6,7,8,9y 10) y se pide construir triangulos con ellos: dos rectangulos,
dos acutangulos y dos obtusangulos.

* Se pide comparar los dos t. rectangulos y sacar conclusiones:
* Respecto de las areas de los cuadrados de forma verbal y como formula. CES CE7
» Respecto de los dos triangulos rectangulos.

* Siun triangulo es rectangulo, los que son semejantes a él lo son también.
* Cada terna pitagorica primitiva genera una familia de ternas proporcionales a ella.

* Las tres figuras que se colocan en cada uno de los tres catetos, deben ser
semejantes para que las sumas de las areas coincidan.

 Esas tres figuras pueden ser regulares o irregulares, incluso curvas.



Taller de GeoGebra

* Uso de GeoGebra para inducir
propiedades a través del uso de ejemplos.

* Uso de GeoGebra para apoyar procesos
de argumentacion.

e Uso de GeoGebra para apoyar procesos
de definicion.

* https://www.geogebra.org/m/mfnmztv9




